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1.	 	ให้นักี่เรื่ยนแบ่งกี่ลุ่ม	กี่ลุ่มละ	3-5	คน	เพัื�อว่เครืาะห์และติอบคำาถึามติ่อไปน้�

	 1)	 	ร้ืานข้ายอุปกี่รืณิ์ติกี่แติ่งบ้านแห่งหนึ�ง	 ให้ค่าจ้างพันักี่งานข้าย	 3,000	 บาที่ติ่อสััปดาห์	 และให้

ค่านายหน้า	 3%	จากี่ยอดข้ายที่่�มากี่กี่ว่า	 10,000	บาที่	สัมมติ่ว่า	 สััปดาห์น้�พันักี่งานข้ายข้องได้

มากี่เพั่ยงพัอที่่�จะได้ค่านายหน้า	ถึ้าให้	 f(x)	=	0.30x	และ	g(x)	=	x	 -	10,000	นักี่เรื่ยนค่ดว่า	
ฟังก์ี่ช่ัน	 (f◦g)(x)	 หรืือ	 (g◦f)(x)	 เป็นฟังก์ี่ช่ันที่่�แสัดงค่านายหน้าที่่�พันักี่งานได้รัืบจากี่กี่ารืข้าย
ในสััปดาห์น้�	เพัรืาะเหติุใด

	 2)	 	นักี่เรื่ยนซื�อสั่นค้าจากี่ห้างสัรืรืพัสั่นค้าแห่งหนึ�ง	 แติ่สั่นค้าที่่�นักี่เรื่ยนซื�อม่ข้นาดใหญ่ไม่สัามารืถึนำา

กี่ลับบ้านเองได้	 ที่างห้างสัรืรืพัสั่นค้าม่บรื่กี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	 ซึ�งนักี่เร่ืยนจะติ้องจ่ายค่าสั่นค้ารืวมกี่ับ

ค่าภาษ่ม้ลค่าเพั่�มและค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	 ถึ้าค่าภาษ่ม้ลค่าเพ่ั�มค่ดเป็น	 7%	 ข้องรืาคา

สั่นค้า	และค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	500	บาที่	ให้	x	แที่นรืาคาสั่นค้า

	 	 (1)	 	เข้่ยนฟังกี่์ช่ัน	f(x)	แสัดงรืาคาสั่นค้าเมื�อรืวมภาษ่ม้ลค่าเพั่�มแล้ว	และฟังกี่์ช่ัน	g(x)	แสัดงรืาคา
สั่นค้าเมื�อรืวมค่าธ์รืรืมเน้ยมจัดสั่งสั่นค้าแล้ว

	 	 (2)	 	คำานวณิและเปรื่ยบเที่่ยบค่าข้องฟังก์ี่ช่ันรืะหว่าง	 (f◦g)(x)	 และ	 (g◦f)(x)	 ฟังกี่์ช่ันใดสั่งผู้ลให้
นักี่เรื่ยนซื�อสั่นค้าได้ในรืาคาที่่�ถึ้กี่กี่ว่า

	 	 (3)	 	สัมมติ่ว่า	ในที่างกี่ฎีหมายไม่ค่ดภาษ่ค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	นักี่เรื่ยนจะเลือกี่ใช่้ฟังกี่์ช่ัน	

(f◦g)(x)	หรืือ	(g◦f)(x)	เพัรืาะเหติุใด

	2.	 ให้นักี่เรื่ยนแติ่ละกี่ลุ่มสั่งติัวแที่นมานำาเสันอผู้ลกี่ารืว่เครืาะห์และคำาติอบที่่�ได้
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คณติศาสตร์คณติศาสตร์
ม.4ม.4 เลม่1

หน่วยการเรียนรู้ที่ 
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คณิตศาสตร์คณิตศาสตร์
ม.4ม.4 เล่ม 2

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติม คณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4 เล่ม 2 จัดทําขึ้น
สําหรับใชประกอบการเรียนการสอน ชนมธัยมศกึษาปที่ 4 โดยดําเนนิการจัดทําใหสอดคลองตามผลการเรียนรู

ในสาระการเรียนรูเพิ�มเติม กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบบัปรับปรุง พ.ศ. 2560) ตามหลกัสูตรแกนกลาง

การศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 ทุกประการ สงเสริมทักษะที่จําเปนสําหรับการเรียนรูในศตวรรษที่ 21 

ทั้งทักษะดานการคิดวิเคราะห การคิดอยางมีวิจารณญาณ การแกปญหา การคิดสรางสรรค การใชเทคโนโลยี 

การสื่อสาร และการรวมมือ เพื่อใหผูเรียนรูเทาทันการเปลี่ยนแปลงของระบบเศรษฐกิจ สังคม วัฒนธรรม และ

สภาพแวดลอม สามารถแขงขันและอยูรวมกับประชาคมโลกได

 หนังสือเรียนรายวิชาเพิ�มเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 4 น�้ 

คณะผูเรียบเรียงไดจัดแบงออกเปน 

2 เลม ดังน�้

องค์ประกอบต่�ง ๆ  ในแต่ละหน่วย

ผลก�รเรียนรู้

คืวรรู้ก่อนเร่ยนคืวรรู้ก่อนเร่ยน
กำร์าฟของสัมกำาร์เชิิงเสั้นสัองตัวิแปร์

•	 กี่รืาฟข้องสัมกี่ารื	 y	 =	mx	 +	 b	 เมื�อ	 x	 และ	 y	 เป็นจำานวนใด	ๆ 	 เมื�อ	m,	 b	 และ	 d	 เป็น
ค่าคงติัว	เป็นเสั้นติรืงที่่�ที่ำามุมแหลมกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	>	0	ที่ำามุมป้านกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	< 0 

โดยวัดจากี่แกี่น	X	ในที่่ศที่างที่วนเข้็มนา่กี่า	และข้นานกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	=	0

กำร์าฟของฟังกำ์ชิันกำำาลังสัอง

•	 กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัองที่่�อย้่ในรื้ป	y	=	a(x - h)2	+	k	เมื�อ	h,	k	เป็นค่าคงติัว	และ	a	≠ 0 
เป็นพัารืาโบลาหงาย	 เมื�อ	 a	 >	 0	 และเป็นพัารืาโบลาควำ�า	 เมื�อ	 a	 <	 0	 และจุดติำ�าสุัดหรืือ

จุดสั้งสัุดข้องกี่รืาฟ	คือ	จุด	(h,	k)

กำาร์ดำาเนินกำาร์ร์ะหวิ่างเซีต

• A ∩	B	=	{	x ∣ x∊A	และ	x∊B } • A ∪	B	=	{	x ∣ x∊A	หรืือ	x∊B }

• A′	=	{	x ∣ x∊𝒰𝒰𝒰𝒰	และ	x∉A}	 •	 A	-	B	=	{	x ∣ x∊A	และ	x∉B }

จำานวินจร์ิง

•	 ให้	a	และ	b	เป็นจำานวนจรื่ง	ซึ�ง	a	< b

	 ช่่วงเปิด	(a,	b)	หมายถึึง	เซติ	{x ∣	a	< x < b }

	 ช่่วงปิด	[a,	b]	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x ≤ b }

	 ช่่วงครืึ�งเปิดหรืือช่่วงครืึ�งปิด	(a,	b]	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	< x ≤ b }

	 ช่่วงครืึ�งเปิดหรืือช่่วงครืึ�งปิด	[a,	b)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x < b }

	 ช่่วงเปิดอนันติ์	(a,	∞)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	< x }
	 ช่่วงเปิดอนันติ์	(-∞,	a)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣ x <	a	}

	 ช่่วงปิดอนันติ์	[a,	∞)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x }
	 ช่่วงปิดอนันติ์	(-∞,	a]	หมายถึึง	เซติ	(x ∣ x ≤	a	}

•	 เซติคำาติอบข้องสัมกี่ารืพัหนุาม	คือ	เซติที่่�มส่ัมาช่ก่ี่เป็นจำานวนจร่ืงที่่�แที่น	x	ในสัมกี่ารื	แลว้ที่ำาให้
สัมกี่ารืเป็นจรื่ง

•	 เซติคำาติอบข้องอสัมกี่ารืพัหุนาม	 คือ	 เซติที่่�ม่สัมาช่่กี่เป็นจำานวนจรื่งที่่�แที่น	 x	 ในอสัมกี่ารื	
แล้วที่ำาให้อสัมกี่ารืเป็นจรื่ง

แบบทดสอบ
พิ่ื้นฐานก์อนเรียน

 www.aksorn.com/qrcode/a362101
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ผลการเรียนรู้

•  หาผลลัพธของการบวก การลบ การคูณ การหารฟงกชัน 
หาฟงกชันประกอบและฟงกชันผกผัน

• ใชสมบัติของฟงกชันในการแกปญหา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

• ฟงกชันและกราฟ
• ก ารบวก การลบ การคูณ การหารฟงกชัน
• ฟงกชันประกอบ
• ฟงกชันผกผัน

1
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ฟังก์ชัน
ในปจจุบันไดมกีารใชระบบสแกนมานตา (Iris scanner) เพ่ือระบุตวัตน โดยการวเิคราะห
รูปแบบลายมานตา และหลอดเลือดจอประสาทตา ซึ่งลายมานตา และหลอดเลือด
จอประสาทตาของแตละบุคคลมีรูปแบบเฉพาะตัวที่แตกตางกัน

นักเรยีนสามารถนําความรู้
เรือ่ง ฟ�งก์ชัน มาใชใ้นการอธบิาย

หลักการทาํงานของระบบสแกนม่านตา
ได้อย่างไร

ส�ระก�รเรียนรู้เพิ่มเติม

QR Code
แบบทดสอบพื้นฐ�นก่อนเรียน

ที่่�สอด้ค์ล้องกิับัเนื้�อห้า
ใน้ห้น่้วยกิารเรย่น้ร้้

ข้อบัข่้ายเนื้�อห้าใน้ห้น่้วยกิารเรย่น้ร้้

แบับัฝึึกิหั้ด้เพืื่�อที่บัที่วน้ห้รอื
ติรวจสอบัค์วามร้พื้ื่�น้ฐาน้กิ่อน้เรย่น้

คำ�ถ�มประจำ�หน่วยก�รเรียนรู้
ที่่�ค์รอบัค์ลมุผู้ลกิารเรย่น้ร้้
ใน้ห้น่้วยกิารเรย่น้ร้้

ควรรู้ก่อนเรียน
ที่บัที่วน้ค์วามร้เ้ด้ิมเพืื่�อเชำื�อมโยงเข้้าส้่
เนื้�อห้าให้ม่

กิจกรรมคณิตศ�สตร์
เพืื่�อส่งเสรมิกิารเรย่น้ร้้
แบับั Active Learning

คำ�แนะนำ� ในก�รใช้สื่อในก�รใช้สื่อ

Thinking TimeThinking Time

 3)	 ให้	loga M = x	และ	loga N = y

	 	 	 	 M	 =	 ax ……➀
	 	 	 	 N	 =	 ay ……➁
  ➀ × ➁	;	 MN	 =	 ax ×	ay

	 	 	 	 	 =	 ax	+	y

	 	 	 	 loga	MN	 =	 loga	a
x	+	y

	 	 จะไดั้		 loga MN = x	+	y
	 	 ดัังนั�น	 loga	MN	 =	 loga	M	+	loga N

 4)	 ให้	y	=	logN M	เม่�อ	N	>	0	และ	N	≠ 1
	 	 จะไดั้	 M	 =	 Ny

	 	 ดัังนั�น	 loga	M	 =	 loga N
y	เม่�อ	a	>	0	และ	a	≠ 1

	 	 	 	 loga	M	 =	 y	loga N

	 	 จะไดั้	 y	 =	
loga M
loga N

	 	 นั�นค่อ	logN M = 
loga M
loga N

ลองที่ำาดูู

ให้แสดังว่า

1)	 log2 2 = 1

2)	 log3 5
2	=	2	log3 5

3)	 log3	6	=	log3	2	+	log3	3

4)	 log5	3	=	
log2	3
log2 5

ถ้้า	loga xy = 4
แล้วนักเรียนคิดัว่า

loga x	+	loga	y	=	4	หร่อไม่

ตััวอย่่างที่่�	 24
ให้้ห้าค่่าของ

1)	 log4 4 2)	 log4 4
6 3)	 log2 64

วิธี่ที่ำา	 1)	 จากสมบัต้ิของลอการิที่ึม	loga	a	=	1	เม่�อ	a	>	0	และ	a	≠ 1
	 	 ดัังนั�น	log4 4 = 1

114
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ให้เขียนสมการ	(45)
-2
 = 2516	ในรูปสมการลอการิที่ึม

(45)
-2
 = 2516	เขียนในรูปสมการลอการิที่ึมไดั้

	 -2	 =	 log25
16

(45)
(45)

-2
 = 2516		เขียนในรูปสมการลอการิที่ึมไดั้

	 -2	 =	 log4
5
(2516)

ตััวอย่่างที่่�	 20

ตััวอย่่างที่่�	 21

ให้้เข่ยนสมีการลอการิที่ึมีที่่�กำาห้นดในรูปสมีการเลขยกกำาลัง

1)	 log2 4 = 2 2)	 log1
3
	27	=	-3	 3)	 log7 7 = 1

วิธี่ที่ำา	 1)	 log2	4	=	2	 เขียนในรูปสมการเลขยกกำาลังไดั้	 4	 =	 22

	 2)	 log1
3
	27	=	-3	 เขียนในรูปสมการเลขยกกำาลังไดั้	27	 =	 (13)

-3

	 3)	 log7	7	=	1	 เขียนในรูปสมการเลขยกกำาลังไดั้	 7	 =	 71

ให้้ห้าค่่าของ

1)	 log5 125 2)	 log1
3
( 1
81) 3)	 log1

2
	32

วิธี่ที่ำา	 1)	 ให้	 x	 =	 log5 125 2)	 ให้	 x	 =	 log1
3
( 1
81)

	 	 จะไดั้	 5x	 =	 125	 	 จะไดั้	 (13)
x
 = 1

81

    5x = 53   (13)
x
 = (13)

4

    x	 =	 3	 	 	 x = 4

	 	 ดัังนั�น	log5	125	=	3	 	 ดัังนั�น	log1
3

1
81 = 4

ลองที่ำาดูู

ให้เขียนสมการลอกาลิที่ึมที่ี�กำาหนดัในรูปสมการเลขยกกำาลัง

1)	 log2	128	=	7	 2)	 log1
5
	625	=	-4

110

แนวข้้อสอบ A-Level

ลองที่ำาดูู

ตััวอย่่างที่่�	 7
ให้้เข่ยนจำำานวนที่่�กำาห้นดในรูปอย่างง่าย

1)   6 •   7 • 2   3	 2) 
3 162
3 6

 3) 
5 12
5 3

  26

[(-2)7]
3
7
 + 4 (-5)252	เที่่ากับเที่่าใด

แนวค่ิด     26

[(-2)7]
3
7
	+	4 (-5)252 = 2

6
2

(-2)7 × 37
	+	4 5252

    = 23

(-2)3
	+	4 54

	 	 	 	 =	 -1	+	5

    = 4

	 ดัังนั�น	   26

[(-2)7]
3
7
	+	4 (-5)252 = 4

วิธี่ที่ำา	 1)   6 •   7 • 2   3	

  = 2   6 × 7 ×	3

  = 2   9 × 14

	 	 =	 2(3			14)

  = 6   14

2) 
3 162
3 6

 = 3 1626

  = 3 27

	 	 =	 3

3) 
5 12
5 3

 = 5 123

  = 5 4

ให้เขียนจำานวนที่ี�กำาหนดัในรูปอย่างง่าย

1)   5 ×   6 × 7   2 2) 
4 224
4 14

4.	การหาผลัคู่ณแลัะผลัหารของกรณฑ์์
	 กรณฑ์ที์ี่�จะนำามาหาผลคูณและผลหาร	จะต้อ้งมีอนัดับัของกรณฑ์ที์ี่�เที่า่กนักอ่นและมีสมบตั้ขิอง

รากที่ี�สองที่ี�ไม่เป็นจำานวนจรงิลบต้ามที่ฤษฎีบีที่	1	-	2	และสมบตั้ขิองรากที่ี�	n	ต้ามที่ฤษฎีบีที่	3	-	4

ฟัังก์์ชัันเอก์ซ์์โพเนนเชัียล
และฟัังก์์ชัันลอก์าริิทึึม

89

 กรณีี x1 = x2	แสำดงวิ่า	AB	ขนานกับแกน	Y	ดังร้ป็

B(x2,	y2)

A(x1,	y1)
Y

0 X

	 จึะได้	∙AB∙ = ∙y1	-	y2∙

 กรณีี x1 ≠ x2 และ y1 ≠ y2	 แสำดงวิ่า	AB	 ไม่ขนานกับแกน	X	 และไม่ขนานกับแกน	Y	 

ดังร้ป็
Y

X0

C(x2,	y1)

B(x2,	y2)

A(x1,	y1) ∙x1 - x2∙

∙y1	-	y2∙

	 ลาก	BC	ตั�งฉากกับ	AC	จึะได้ร้ป็สำามเห์ล่�ยมมุมฉาก	ACB	จึากที่ฤษฎี่บที่พื้่ที่าโกรัสำ

	 จึะได้วิ่า	 ∙AB∙2 = ∙AC∙2 + ∙BC∙2

   ∙AB∙2 = ∙x1 - x2∙
2 + ∙y1	-	y2∙

2

   ∙AB∙ =    ∙x1 - x2∙
2 + ∙y1	-	y2∙

2

    =   (x1 - x2)
2	+	(y1	-	y2)

2

ทฤษฎีีบท 1	 	 ถ้้า	A(x
1
, y

1
)	และ	B(x

2
, y

2
)	เป็็นจุุดในระนาบ	ระยะทางระหว่่างจุุด	A	และจุุด	B	เท่ากัับ

  (x
1
 - x

2
)
2
	+	(y

1
 - y

2
)
2
	หน่ว่ย

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�  

กำาห์นด	a	เป็็นจึำานวินจึริง

∙a∙2 = a2

ระยะห่่าง
ระห่ว่่างจุุดสองจุุด

 www.aksorn.com/simulation/mat07141
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แนะแนวคิดู

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f	=	{	(1, 3),	(2, 5),	(3, 8) }	และ	g	=	{ (3, 0),	(5, 4),	(6, 8)	}

ให้หาฟังกี่์ช่ัน	g◦f	และ	f◦g	(ถึ้าม่)

กำำาหนด f(x) = x2 - 2 และ g(x) = x + 1 ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g พัร์้อมทีั�งโดเมนและ

เร์นจ์ของฟังกำ์ชิันปร์ะกำอบทีั�งสัอง

วิิธีีทีำา จากี่	 Df	 =	 RR	และ	 Rf	 =	 [-2,	∞)

	 	 Dg	 =	 RR	และ	 Rg	 =	 RR
	 เน่�องจากี่	 Rf ∩	Dg	 =	 [-2,	∞)	 จึงม่	g◦f

	 และ	 	 Rg ∩	Df	 =	 RR	 	 จึงม่	f◦g

	 จากี่	 	 (g◦f)(x)	 =	 g(f(x))
	 	 	 	 	 =	 g(x2 - 2)

	 	 	 	 	 =	 (x2	-	2)	+	1	=	x2	-	1

	 ดังนั�น	 	 g◦f	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x2	-	1	}

	 จะได้	 	 Dg◦f	 =	 {	x∊Df ∙	f(x) ∊	Dg }

	 	 	 	 	 =	 {	x∊RR ∙	f(x)∊RR	}	=	RR
	 หา	Rg◦f	จากี่	 (g◦f)(x)	 =	 x2	-	1,	x∊RR	จะได้	x2 ≥ 0

    x2	+	(-1)	 ≥	 0	+	(-1)

    x2	-	1	 ≥	 -1

	 ดังนั�น	Rg◦f	=	[-1,	∞)

	 จากี่	 	 (f◦g)(x)	 =	 f(g(x))
	 	 	 	 	 =	 f(x	+	1)	=	(x	+	1)2 - 2
	 ดังนั�น	 	 f◦g	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x2 + 2x	-	1	}
	 จะได้	 	 Df◦g =	 {	x∊Dg ∙	g(x)∊Df }

	 	 	 	 	 =	 {	x∊RR ∙	g(x)∊RR	}	=	RR
	 หา	Rf◦g	จากี่	 (f◦g)(x)	 =	 (x	+	1)2	-	2,	x∊RR	จะได้	(x	+	1)2 ≥ 0

	 	 	 	(x	+	1)2	+	(-2)	 ≥	 0	+	(-2)

	 	 	 	 (x	+	1)2 - 2 ≥ -2

	 ดังนั�น	 Rf◦g	=	[-2,	∞)

ตััวอย่่างที่่�	 38

ขั้้�นตอนการหา Dg◦◦f
1. หา Rf และ Dg
2. หา Rf ∩∩ Dg
 1) ถ้้า Rf ∩∩ Dg = ∅∅
  แล้วไม่่เกดิ (g◦f)(x)
 2) ถ้้า Rf ∩∩ Dg ≠ ∅∅
  แล้วเกิด (g◦f)(x)
3. หาเซตขั้อง x ที่่�
 f(x)∊∊Rf ∩∩ Dg ซ่�งจะได้
 Dg◦◦f คืือ เซตขั้อง x

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�  

	 โดยที่ั�วไป
	 Rg◦f ≠	Rf◦g

62

แบบฝกที่ักษะ 2.5

ระดัูบพื้นฐาน

ระดัูบกลาง

	1.	 ให้้เข่ยนสมีการต่่อไปน้�ในรูปสมีการลอการิที่ึมี

	 1)	 34 = 81 2) (12)
3
 = 18

	 3)	 (0.5)2 = 0.25 4) 70 = 1

 5) 10-2 = 0.01 6) 11-2 = 1
121

	2.	 ให้้เข่ยนสมีการต่่อไปน้�ในรูปสมีการเลขยกกำาลัง

	 1)	 log4	16	=	2	 2)	 log7	343	=	3

	 3)	 log3	9	=	2	 4)	 log8 1 = 0

	 5)	 log5	5	=	1	 6)	 log10 7 = 0.8451

	3.	 ให้้เข่ยนกราฟัของฟัังก์ชัันต่่อไปน้�

	 1)	 y	=	log3 x	 2)	 y	=	log1
2
x

	4.	 ให้้ห้าค่่าลอการิที่ึมีต่่อไปน้�

	 1)	 log5	1	 2)	 log6 6
4

	 3)	 log20	4	+	log20	5	 4)	 log4	120	-	log4	30

	5.	 ให้้เข่ยนกราฟัของฟัังก์ชัันต่่อไปน้�

	 1)	 y	=	log2 x	+	1	 2)	 y	=	log1
4
 (x	-	2)

	6.	 ให้้ห้าค่่าลอการิที่ึมีต่่อไปน้�

	 1)	 2	log9	3	 2)	 log4
16
64

	 3)	 8	log8 5	+	2	log2 4	 4)	 log4	2	+	log4	32

	 5)	 1	+	log4	8	-	log4 2 6) 1
log8 80

	+	 1
log5 80

	+	 1
log2 80

	 7)	 log4	(log3	(log2	8))	 8)	 log2 8 ×	log8 2 ×	log3 27 ×	log27	3

118

4

0 5

8

12

16

10 15 20 25

20

Y อัติรืาค่าโดยสัารื	(บาที่)

จำานวนที่่าเรืือ	(ที่่า)X

คณิตัศาสตัร์ศาสตัร์ ในช่วิตัจริง อ้ตราคื่าâดยส้ารเรือคืลองแส้นแส้º

อัติรืาค่าโดยสัารืเรืือคลองแสันแสับ	จากี่ผู้่านฟ้าล่ลาศไปยัง	ม.รืามคำาแหง	1	ในปี	พั.ศ.	2565	เป็นดังน้�

จากี่ข้้อม้ลสัามารืถึเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันได้	ดังน้�

	 	 จากี่ติวอยา่งกี่ารืศกึี่ษาข้า้งติน้	ให้นกัี่เรื่ยนคน้ควา้ข้อ้มล้เรืื�องกี่ารืนำาความรื้เ้กี่่�ยวกี่บัฟงักี่ช์่นั

มาปรืะยุกี่ติ์ใช่้ในช่่ว่ติปรืะจำาวัน	 โดยเลือกี่เรืื�องที่่�สันใจและเป็นเรืื�องที่่�เกี่่ดข้ึ�นในช่่ว่ติปรืะจำาวันข้อง

นักี่เรื่ยนมา	1	เรืื�อง	แล้วเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ัน

1 12 ผู้่านฟ้าล่ลาศ
2 12 12 ติลาดโบ้เบ้
3 12 12 12 สัะพัานเจรื่ญผู้ล
4 12 12 12 12 สัะพัานหัวช่้าง
5 14 12 12 12 12 ปรืะติ้นำ�า
6 14 14 14 12 12 12 ช่่ดลม
7 14 14 14 12 12 12 12 สัะพัานว่ที่ยุ
8 16 14 14 14 14 12 12 12 นานาเหน่อ
9 16 16 14 14 14 12 12 12 12 นานาช่าติ่
10 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 อโศกี่
11 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 มศว.	ปรืะสัานม่ติรื
12 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 อ่ติัลไที่ย
13 16 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 วัดใหม่ช่่องลม
14 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 สัุเหรื่าบ้านดอน
15 18 16 16 16 16 16 16 14 14 14 14 14 12 12 12 ซอยที่องหล่อ
16 18 18 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 ช่าญอ่สัรืะ
17 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 รืรื.	ว่จ่ติรื
18 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 สัะพัานคลองติัน
19 18 18 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 รืาม	1

ที่่�มา	:	กี่ลุ่มสัถึ่ติ่ว่เครืาะห์สัำานักี่แผู้นงาน	กี่รืมเจ้าที่่า

จำานวินที่าเร์่อ
(ที่า)

อัตร์าคู่าโดยสัาร์ 
(บาที)

ไม่เกี่่น	4	ที่่า 12
เกี่่น	4	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	7	ที่่า 14
เกี่่น	7	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	14	ที่่า 16
เกี่่น	14	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	19	ที่่า 18

ฟงกชัน 75

ประจําหนวยการเรียนรูท่ีประจําหนวยการเรียนรูท่ี
แบบฝกทักษะ

33

Y

X

B(6,	2)
A(-1,	3)

C(h,	k)
0

คําชี้แจง : ให้้นักเร่ยนต่อบค่ำาถ้าม่ต่่อไป็นี�

 1. 	กำาห์นด	A(-2,	5),	B(5,	4)	และ	C(1,	8)	เป็น็จึดุยอดมมุของร้ป็สำามเห์ล่�ยม	ABC	ให้์แสำดงวิา่

ร้ป็สำามเห์ล่�ยม	ABC	เป็็นร้ป็สำามเห์ล่�ยมมุมฉาก

 2. 	ถึ้าระยะห์่างระห์วิ่างจึุด	(2,	k)	และจึุด	(8,	15)	เป็็นสำองเที่่าของระยะห์่างระห์วิ่างจึุด	(-2,	3)	

และจึุด	(1,	7)	แล้วิค่าของ	k2	+	3	เที่่ากับเที่่าใด

 3. 	กำาห์นด	A(-3,	-1),	B(5,	-1),	C(5,	5)	และ	D(1,	5)	เป็็นจึุดยอดมุมของร้ป็สำ่�เห์ล่�ยมคางห์ม้

ระยะที่างระห์วิ่างจึุดก่�งกลางของเสำ้นที่แยงมุมที่ั�งสำองเสำ้นเที่่ากับเที่่าใด

 4. 	ถึ้า	A(2,	-2),	B(5,	4)	และ	C(8,	x)	อย้่บนเสำ้นตรงเด่ยวิกัน	แล้วิค่าของ	x	เที่่ากับเที่่าใด

 5. 	ถึ้าเสำ้นตรงที่่�ลากผ่่านจึุด	(-4,	-7)	และจึุด	(t,	-2)	ขนานกับเสำ้นตรงที่่�ลากผ่่านจึุด	(1,	5)	และ

จึุด	(3,	6)	แล้วิค่าของ	t	เที่่ากับเที่่าใด

 6. 	ให์้แสำดงวิ่า	A(-2,	3),	B(2,	6),	C(5,	2)	และ	D(1,	-1)	เป็็นจึุดยอดมุมของร้ป็สำ่�เห์ล่�ยมจึัตุรัสำ

 7. 	ให์ห้์าสำมการเส้ำนตรงที่่�ผ่า่นจุึดตดัของเสำน้ตรง	5x	+	7y	-	19	=	0	กบัเส้ำนตรง	2x	-	5y	+	8	=	0	
และตั�งฉากกับเสำ้นตรง	4x	+	11y	+	15	=	0

 8. 	ถึ้าเสำ้นตรง	7x	+	24y	+	8	=	0	เป็็นเสำ้นตรงที่่�อย้่ก่�งกลางระห์วิ่างเสำ้นขนานค้่ห์น่�งซึ่่�งห์่างกัน	
12	ห์น่วิย	ให์้ห์าสำมการของเสำ้นขนานค้่น้�

 9. 	ให์้ห์าสำมการเสำ้นตรงที่่�ลากผ่่านจึุดศ้นย์กลางของวิงกลม	x2	+	y2 - 2x	-	4y	-	20	=	0	และ
ตั�งฉากกับเสำ้นตรงที่่�สำัมผ่ัสำวิงกลมที่่�จึุด	P(4,	-2)

 10. 

	 	 	 ให์้ห์าสำมการวิงกลม	จึากร้ป็ที่่�กำาห์นด
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กิิจกิรรม

(( ))

กิารเรียนร้�เชิงิรุกิ
ctivective      earningearningAA LL

ให้้นัักเรีียนัแบ่่งกลุ่่่ม กลุ่่่มลุ่ะ 3-4 คนั แลุ่้วปฏิิบ่ัติิกิจกรีรีมติ่อไปนั้�

	 แนวความคิดเกี่่�ยวกัี่บเรื่่�องของฟังัก์ี่ชันัสามารื่ถนำาไปปรื่ะยุกี่ต์ใ์ชัใ้นชั่วิต์จรื่งิไดอ้ยา่งหลากี่หลาย	

เชัน่	กี่ารื่เขา้รื่หสัของขอ้มลู	ซึ่่�งเปน็กี่รื่ะบวนกี่ารื่ทางเทคนคิท่�ม่กี่ารื่เปล่�ยนแปลงขอ้มลูเปน็รื่หสัลบั

เพื่่�อปกี่ปิดข้อมูลท่�ต์อ้งกี่ารื่รื่บ	ส่ง	หรื่อ่จัดเก็ี่บ	โดยม่กี่ารื่ใช้ัหลักี่อัลกี่อริื่ท่มในกี่ารื่แปลงข้อมูลก่ี่อนท่�

ผูู้รั้ื่บจะแยกี่แยะข้อมลูโดยใช้ักี่ญุแจถอดรื่หัส	เรื่าสามารื่ถใช้ัฟังักี่ชั์ันเปน็กี่ญุแจในกี่ารื่ถอดรื่หัส	โดย

อาศััยสมบัต์ิของฟัังกี่์ชัันหน่�งต์่อหน่�ง	 ฟัังกี่์ชัันทั�วถ่ง	 ต์ัวผู้กี่ผู้ันของฟัังกี่์ชััน	 และฟัังกี่์ชัันปรื่ะกี่อบ	

โดยต์ัวอย่างต์่อไปน้�จะใชั้ฟัังก์ชัันัพื้้�นัในกี่ารื่สรื่้างกีุ่ญแจถอดรื่หัส

 ฟัังก์ชัันัพื้้�นั (Floor Function)	ค่อ	ฟัังกี่์ชัันท่�จับคู่จำานวนจรื่ิงกี่ับจำานวนเต์็มท่�ม่ค่ามากี่ท่�สุดท่�

น้อยกี่ว่าหรื่่อเท่ากี่ับจำานวนจรื่ิงนั�น	เข่ยนแทนด้วยสัญลักี่ษณ์์	⎿x⏌	โดยท่�
 ⎿x⏌	หมายถ่ง	จำานวนเต์็มท่�ม่ค่ามากี่ท่�สุดท่�น้อยกี่ว่าหรื่่อเท่ากี่ับจำานวนจรื่ิง	x
เชั่น	⎿1.25⏌ = 1 ⎿3.99⏌ = 3 ⎿21.03⏌ = 21 ⎿110⏌ = 110

ติัวอย่างการีสรี้างก่ญแจถอดรีห้ัส

	 1.	 กี่ำาหนด	f	เป็นฟัังกี่์ชัันหน่�งต์่อหน่�งจากี่เซึ่ต์จำานวนจรื่ิงไปทั�วถ่งเซึ่ต์ต์ัวอักี่ษรื่	A	ถ่ง	Z	ดังน้�

	 	 f	=	{	(0,	A),	(1,	B),	(2,	C),	…,	(25,	Z)	}

	 2.	 	สรื่้างฟัังกี่์ชััน	g	จับคู่จากี่เซึ่ต์ของจำานวนจรื่ิงท่�กี่ำาหนด	เพื่่�อใชั้ในกี่ารื่ส่งข้อมูลกี่ับเซึ่ต์ของ

จำานวนจรื่ิงในข้อ	1.	โดยให้	g(x)	=	⎿26(x -⎿x⏌)⏌
	 3.	 ใชั้ฟัังกี่์ชััน	f◦g(x)	เป็นกีุ่ญแจถอดรื่หัส
การีถอดรีห้ัสโดยใชั้ก่ญแจถอดรีห้ัสที่ี�สรี้างขึ้้�นั

รีห้ัสที่ี�ได้รีับ่ ค้อ 15.47 0.02 9.75 88.29

	 f◦g(15.47)	=	 f(⎿26(15.47	-⎿15.47⏌)⏌)	 =	 f(⎿12.22⏌)	 =	 f(12)	 =	 M

	 f◦g(0.02)	 =	 f(⎿26(0.02	-⎿0.02⏌)⏌)	 =	 f(⎿0⏌)	 =	 f(0)	 =	 A

	 f◦g(9.75)	 =	 f(⎿26(9.75	-⎿9.75⏌)⏌)	 =	 f(⎿19.5⏌)	 =	 f(19)	 =	 T

	 f◦g(88.29)	=	 f(⎿26(88.29	-⎿88.29⏌)⏌)	 =	 f(⎿7.54⏌)	 =	 f(7)	 =	 H

ให้้แติ่ลุ่ะกลุ่่่มปฏิิบ่ัติิกิจกรีรีมติ่อไปนั้�

1.	สรื่้างกีุ่ญแจถอดรื่หัสของต์ัวอักี่ษรื่	A	ถ่ง	Z	โดยใชั้หลักี่กี่ารื่ของฟัังกี่์ชััน

2.	สรื่้างคำาท่�ต์้องกี่ารื่ให้ถอดรื่หัส	โดยใชั้หลักี่กี่ารื่ของต์ัวผู้กี่ผู้ันของฟัังกี่์ชััน

3.		นำาเสนอกุี่ญแจถอดรื่หัสท่�กี่ลุ่มของนักี่เรื่่ยนสร้ื่างข่�นหน้าชัั�นเรื่่ยน	 แล้วให้เพื่่�อน	ๆ 	 ในชัั�นเรื่่ยน

ชั่วยกี่ันถอดรื่หัส

264

แบบฝึกทักษะประจำ�หน่วยก�รเรียนรู้

แบบฝึกทักษะ

สรูุ้ป
แนวคิดูห์ลักี่

0 X

Y

A(x1,	y1)

B(x2,	y2)

l

0

Y

X

P

(x2,	y2)

(x1,	y1)

0 X

Y

Y

0 X0

Y

X

d

(x2,	y2)

(x1,	y1)

0 X

Y

0

Y

X

ลักษณะความชันิของเสนิตรง

ระยะหางระหวางจุดสองจุด

d =   (x1 - x2)
2	+	(y1	-	y2)

2

จุดกึ่งกลางระหวางจุดสองจุด

พิกัดของจุด	P	คือ (
x1 + x2

2 ,	
y1	+	y2

2 )

เรขาคณิตวิเคราะห
และภาคตัดกรวย

ความชันิของเสนิตรง

กําหนดเส้นตรง l ผา่นจุด	A(x1,	y1) และจุด	B(x2,	y2)
โดยที� x1 ≠ x2

m
l

 = 
y1	-	y2
x1 - x2

เส้นตรงทํามุมแหลม

กับแกน X
m	> 0

เส้นตรงทํามุมป�าน

กับแกน X
m	< 0

เส้นตรงขนาน

กับแกน X
m	=	0

เส้นตรงขนาน

กับแกน Y
ไม่นิยามความชนั
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คณิตน่�รู้

กิจกรรมก�รเรียนรู้เชิงรุก 
(Active Learning)

กิิจกิรรมที่่�เน้้น้
ให้้ผู้้เ้รย่น้ได้้ลงมือ
ปฏิิบััติิจรงิ เพืื่�อให้้
เกิิด้กิารเรย่น้ร้ ้และ
สรา้งองค์์ค์วามร้้
ด้้วยตัิวเอง

คณิตศ�สตร์ในชีวิตจริง

สรุปแนวคิดหลัก

แนะแนวคิด
Thinking Time

QR Code

แนวข้อสอบ A-Level
แน้วข้้อสอบัเพืื่�อเข้้าศึึกิษาต่ิอ
ใน้ระด้ับัอุด้มศึึกิษา

เพืื่�อให้้ผู้้เ้รย่น้ได้้ฝึึกิที่ำา
จน้เกิิด้ค์วามชำำาน้าญ

ที่่�เชำื�อมโยงค์วามร้ค้์ณิิติศึาสติร์
ไปใชำใ้น้ชำว่ิติจรงิ

แบ่ังระดั้บัค์วามยากิงา่ย
เห้มาะสมกัิบัระดั้บักิารเรย่น้ร้้
ข้องผู้้เ้รย่น้

ใชำส้มารต์ิโฟน้
เพืื่�อสแกิน้เข้้าด้้
สื�อด้ิจิที่ลัเพิื่�มเติิม

ค์ำาถามกิระติุ้น้ให้้ผู้้เ้รย่น้ได้้
คิ์ด้ติ่อยอด้จากิเนื้�อห้าที่่�เรย่น้

เสรมิค์วามร้ ้ห้รอืข้้อสังเกิติ
ที่่�ได้้จากิเนื้�อห้าที่่�เรย่น้

เที่ค์น้ค์ติ่าง ๆ  ที่่�ชำ่�แน้ะวิธีก่ิาร
แกิ้โจที่ย์ที่างค์ณิิติศึาสติร์

เพืื่�อประเมิน้ค์วามร้ค้์วามเข้้าใจข้องผู้้เ้รย่น้
ประจำาห้น้วยกิารเรย่น้ร้้

โด้ยรวมข้องห้น้วยกิารเรย่น้ร้้
เพืื่�อที่บัที่วน้ค์วามร้ใ้ห้้แกิ่ผู้้เ้รย่น้

ข้อควรระวัง
อธีบิัายใน้สิ�งที่่�ผู้้เ้รย่น้มักิเข้้าใจผู้ดิ้
ห้รอืค์ลาด้เค์ลื�อน้

ลองทำ�ดู
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3

ส�รบัญส�รบัญ  คณิตศ�สตร์ ชั้นมัธยมศึกษ�ปที่ 4 เล่ม 2 คำ�อธิบ�ยคำ�อธิบ�ย ร�ยวิช�เพิ่มเติม

คณิตศาสตร์ เล่ม 2 กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์

ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี 4 เวลา 80 ชั่วโมง

 ศึกษาเกี่ยวกับฟงกชัน ความสัมพันธ ตัวผกผันของความสัมพันธ ฟงกชันและกราฟ ฟงกชันผกผัน

การดําเนินการของฟงกชัน ฟงกชันประกอบ และการนําความรูเกี่ยวกับเรื่องฟงกชันและกราฟไปใชในการ

แกปญหา รากที่ n ในระบบจํานวนจริงและจํานวนจริงในรูปกรณฑ เลขยกกําลังที่มีเลขชี้กําลังเปนจํานวน

ตรรกยะ ฟงกชันเอกซโพเนนเชียล สมการเอกซโพเนนเชียล ฟงกชันลอการิทึม การหาคาลอการิทึมฐานสิบ

หรือลอการิทึมสามัญ การเปลี่ยนฐานลอการิทึม สมการลอการิทึม และการประยุกตของฟงกชันเอกซ-

โพเนนเชียลและฟงกชันลอการิทึม ความรูเบื้องตนเกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะหและภาคตัดกรวย

 โดยการจัดประสบการณหรือสรางสถานการณในชีวิตประจําวันที่ใกลตัวใหผูเรียนไดศึกษา คนควา 

ฝกทักษะโดยการปฏิบัติจริง ทดลอง สรุป รายงาน เพื่อพัฒนาทักษะ กระบวนการในการคิดคํานวณ การแก

ปญหา การใหเหตุผล การสื่อความหมายทางคณิตศาสตร และนําประสบการณดานความรู ความคิด ทักษะ

และกระบวนการที่ไดไปใชในการเรียนรูสิ�งตาง ๆ  และใชในชีวิตประจําวันอยางสรางสรรค

 เพือ่ใหเหน็คณุคาและมเีจตคตทิีด่ตีอคณติศาสตร สามารถทํางานไดอยางเปนระบบ มรีะเบียบ รอบคอบ 

มีความรับผิดชอบ มีวิจารณญาณ มีความคิดริเริ�มสรางสรรค และมีความเชื่อมั�นในตนเอง

ผลการเรียนรู้

 1. หาผลลัพธของการบวก การลบ การคูณ การหารฟงกชัน หาฟงกชันประกอบและฟงกชันผกผัน

 2.  ใชสมบัติของฟงกชันในการแกปญหา

 3.  เขาใจจํานวนจริง และใชสมบัติของจํานวนจริงในการแกปญหา

 4. เขาใจลกัษณะกราฟของฟงกชนัเอกซโพเนนเชยีลและฟงกชนัลอการทิมึและนําไปใชในการแกปญหา

 5. แกสมการเอกซโพเนนเชียลและสมการลอการิทึมและนําไปใชในการแกปญหา

 6. เขาใจและใชความรูเกี่ยวกับเรขาคณิตวิเคราะหในการแกปญหา

รวม 6 ผลการเรียนรู



ผลการเรียนรู้

•  หาผลลัพธของการบวก การลบ การคูณ การหารฟงกชัน 
หาฟงกชันประกอบและฟงกชันผกผัน

• ใชสมบัติของฟงกชันในการแกปญหา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

• ฟงกชันและกราฟ
• การบวก การลบ การคูณ การหารฟงกชัน
• ฟงกชันประกอบ
• ฟงกชันผกผัน
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ฟังก์ชัน
ในปจจุบนัไดมกีารใชระบบสแกนมานตา (Iris scanner) เพ่ือระบุตวัตน โดยการวิเคราะห
รูปแบบลายมานตา และหลอดเลือดจอประสาทตา ซึ่งลายมานตา และหลอดเลือด
จอประสาทตาของแตละบุคคลมีรูปแบบเฉพาะตัวที่แตกตางกัน

นักเรยีนสามารถนําความรู้
เรือ่ง ฟ�งก์ชัน มาใชใ้นการอธบิาย

หลักการทาํงานของระบบสแกนม่านตา
ได้อย่างไร

คืวรรู้ก่อนเร่ยนคืวรรู้ก่อนเร่ยน
กำร์าฟของสัมกำาร์เชิิงเสั้นสัองตัวิแปร์

•	 กี่รืาฟข้องสัมกี่ารื	 y	 =	mx	 +	 b	 เมื�อ	 x	 และ	 y	 เป็นจำานวนใด	ๆ 	 เมื�อ	m,	 b	 และ	 d	 เป็น
ค่าคงติัว	เป็นเสั้นติรืงที่่�ที่ำามุมแหลมกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	>	0	ที่ำามุมป้านกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	< 0 

โดยวัดจากี่แกี่น	X	ในที่่ศที่างที่วนเข้็มนา่กี่า	และข้นานกี่ับแกี่น	X	เมื�อ	m	=	0

กำร์าฟของฟังกำ์ชิันกำำาลังสัอง

•	 กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัองที่่�อย้่ในรื้ป	y	=	a(x - h)2	+	k	เมื�อ	h,	k	เป็นค่าคงติัว	และ	a	≠ 0 
เป็นพัารืาโบลาหงาย	 เมื�อ	 a	 >	 0	 และเป็นพัารืาโบลาควำ�า	 เมื�อ	 a	 <	 0	 และจุดติำ�าสุัดหรืือ

จุดสั้งสัุดข้องกี่รืาฟ	คือ	จุด	(h,	k)

กำาร์ดำาเนินกำาร์ร์ะหวิ่างเซีต

• A ∩	B	=	{	x ∣ x∊A	และ	x∊B } • A ∪	B	=	{	x ∣ x∊A	หรืือ	x∊B }

• A′	=	{	x ∣ x∊𝒰𝒰	และ	x∉A}	 •	 A	-	B	=	{	x ∣ x∊A	และ	x∉B }

จำานวินจร์ิง

•	 ให้	a	และ	b	เป็นจำานวนจรื่ง	ซึ�ง	a	< b

	 ช่่วงเปิด	(a,	b)	หมายถึึง	เซติ	{x ∣	a	< x < b }

	 ช่่วงปิด	[a,	b]	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x ≤ b }

	 ช่่วงครืึ�งเปิดหรืือช่่วงครืึ�งปิด	(a,	b]	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	< x ≤ b }

	 ช่่วงครืึ�งเปิดหรืือช่่วงครืึ�งปิด	[a,	b)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x < b }

	 ช่่วงเปิดอนันติ์	(a,	∞)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	< x }
	 ช่่วงเปิดอนันติ์	(-∞,	a)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣ x <	a	}

	 ช่่วงปิดอนันติ์	[a,	∞)	หมายถึึง	เซติ	{	x ∣	a	≤ x }
	 ช่่วงปิดอนันติ์	(-∞,	a]	หมายถึึง	เซติ	(x ∣ x ≤	a	}

•	 เซติคำาติอบข้องสัมกี่ารืพัหนุาม	คอื	เซติที่่�ม่สัมาช่ก่ี่เปน็จำานวนจร่ืงที่่�แที่น	x	ในสัมกี่ารื	แลว้ที่ำาให้
สัมกี่ารืเป็นจรื่ง

•	 เซติคำาติอบข้องอสัมกี่ารืพัหุนาม	 คือ	 เซติที่่�ม่สัมาช่่กี่เป็นจำานวนจรื่งที่่�แที่น	 x	 ในอสัมกี่ารื	
แล้วที่ำาให้อสัมกี่ารืเป็นจรื่ง

แบบทดสอบ
พิ่ื้นฐานก์อนเรียน
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1.1	 ความสัมพันธ์	(Relation)

	 ความสััมพัันธ์์	 หมายถึึง	 ส่ั�งที่่�ม่ความเก่ี่�ยวข้้อง	 ความเกี่่�ยวพััน	 หรืือความข้้องเกี่่�ยว	 เช่่น	 

สัมาช่่กี่ในครือบครืัวม่ความสััมพัันธ์์แบบเครืือญาติ่พั่�น้อง	 สัมาช่่กี่ในองค์กี่รืม่ความสััมพัันธ์์แบบ 

ผู้้บ้งัคบับญัช่าและผู้้ใ้ติบ้งัคบับญัช่า	สัำาหรืบัที่างคณ่ิติศาสัติร์ืจะกี่ลา่วถึงึความสัมัพันัธ์ร์ืะหว่างสัมาช่ก่ี่

ข้องเซติข้องจำานวนจรื่งสัองเซติ

1.	 ผลคููณคูาร์์ทีีเซีียน	(Cartesian Product)
	 กี่ำาหนด	A	=	{	5,	8	}	และ		B	=	{	2,	4,	6	}

	 เซติข้องค้่อันดับติ่อไปน้�ม่สัมาช่่กี่ติัวหน้าจากี่เซติ	A	และสัมาช่่กี่ติัวหลังจากี่เซติ	B

	 	 {	(5,	2),	(5,	4),	(5,	6),	(8,	2),	(8,	4),	(8,	6)	}

	 จะเห็นว่า	 เซติข้องค้่อันดับน้�ใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าจากี่เซติ	 A	 ทีุ่กี่ติัว	 และใช่้สัมาช่่กี่ติัวหลังจากี่ 

เซติ	B	ทีุ่กี่ติัว	เรื่ยกี่เซติค้่อันดับน้�ว่า	ผลคููณคูาร์์ทีีเซีียนของเซีต A และเซีต B ดังบที่น่ยาม

บทนิิยาม ผลคููณคูาร์์ทีีเซีียนของเซีต A และเซีต B คูือ เซีตของคูู�อันดัับ (a, b) ทีั�งหมดั โดัยทีี� a เป็็น

สมาชิิกของเซีต A และ b เป็็นสมาชิิกของเซีต B เขียนแทีนดั้วย A × B

	 จากี่บที่น่ยาม	สัามารืถึเข้่ยน	A	×	B	ในรื้ปเซติแบบบอกี่เงื�อนไข้ได้	ดังน้�

A ×	B	=	{	(a,	b)	∙	a∊A	และ	b∊B }

กำำาหนด A = { 1, 3, 5 } และ B = { 2, 4 } ให้หา A × B, B × A, A × A และ B × B

วิิธีีทีำา จากี่	 A	×	B	 =	 {	(a,	b)	∙	a∊A	และ	b∊B }

	 ดังนั�น	 A	×	B	 =	 {	(1,	2),	(1,	4),	(3,	2),	(3,	4),	(5,	2),	(5,	4)	}

	 จากี่	 B	×	A	 =	 {	(a,	b)	∙	a∊B	และ	b∊A }

	 ดังนั�น	 B	×	A	 =	 {	(2,	1),	(2,	3),	(2,	5),	(4,	1),	(4,	3),	(4,	5)	}

	 จากี่	 A	×	A	 =	 {	(a,	b)	∙	a∊A	และ	b∊A }

	 ดังนั�น	 A	×	A	 =	 {	(1,	1),	(1,	3),	(1,	5),	(3,	1),	(3,	3),	(3,	5),	(5,	1),	(5,	3),	(5,	5)	}

	 จากี่	 B	×	B	 =	 {	(a,	b)	∙	a∊B	และ	b∊B }

	 ดังนั�น	 B	×	B	 =	 {	(2,	2),	(2,	4),	(4,	2),	(4,	4)	}

ตััวอย่่างที่่�	 1
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บทนิิยาม กำาหนดั A และ B เป็็นเซีต

 1. r เป็็นคูวามสัมพัันธ์์จาก A ไป็ B ก็ต�อเม่อ r ⊂ A × B

 2. r เป็็นคูวามสัมพัันธ์์จาก A ไป็ A หรื์อคูวามสัมพัันธ์์ในเซีต A ก็ต�อเม่อ r ⊂ A × A

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	A	=	{	0,	4,	8	}	และ	B	=	{	-1,	-2	}	ให้หา	A	×	B,	B	×	A,	A	×	A	และ	B	× B

	 จากี่ติัวอย่างที่่�	1	จะเห็นว่า	A	× B ≠ B ×	A	และถึ้านักี่เรื่ยนสันใจสัมาช่่กี่ที่ั�งหมดข้องผู้ลค้ณิ 

คารื์ที่่เซ่ยน	จะเห็นว่าจำานวนสัมาช่่กี่ข้อง	A	×	B	เข้่ยนแที่นด้วย	n(A	×	B)	เที่่ากี่ับจำานวนสัมาช่่กี่

ข้อง	B	×	A	เข้่ยนแที่นด้วย	n(B	×	A)	ซึ�งเที่่ากี่ับ	6	แติ่จำานวนสัมาช่่กี่ข้อง	A	เข้่ยนแที่นด้วย	

n(A)	เที่่ากี่ับ	3	และจำานวนสัมาช่่กี่ข้อง	B	เข้่ยนแที่นด้วย	n(B)	เที่่ากี่ับ	2	ซึ�ง	n(A)	×	n(B)	=	6	 

ดังนั�น	n(A	×	B)	=	n(A)	×	n(B)	ซึ�งสัอดคล้องและเป็นไปติามสัมบัติ่ข้องผู้ลค้ณิคารื์ที่่เซ่ยน

 สัำาหรืับ	เซติ	A	และเซติ	B	ที่่�ไม่เป็นเซติว่าง	จะได้ว่า
	 ถึ้า	A	≠	B	แล้ว	A	× B ≠ B ×	A	แติ่	n(A	×	B)	=	n(B	× A)

2.	คูวามสััมพัันธ์์	(Relation)
	 พั่จารืณิาผู้ลค้ณิคารืท์ี่่เซ่ยนข้องเซติ	A	และเซติ	B	ที่่�กี่ำาหนดติ่อไปน้�

	 	 	 A	=	{	1,	2,	5	}	และ	B	=	{	2,	4	}

	 จะได้	 A	×	B	=	{	(1,	2),	(1,	4),	(2,	2),	(2,	4),	(5,	2),	(5,	4)	}

	 ซึ�งสัับเซติข้อง	A	×	B	ม่ได้หลายเซติ	เช่่น	{	(2,	2),	(2,	4)	},	{	(1,	2),	(2,	2),	(5,	2)	}	และ	 

{	(1,	2),	(1,	4),	(2,	4),	(5,	4)	}	เรื่ยกี่สัับเซติเหล่าน้�ว่า	คูวิามสััมพัันธี์ของผลคููณคูาร์์ทีีเซีียนของ

เซีต A และเซีต B

	 ถึ้า	r1	 =	 {	(1,	2),	(1,	4),	(2,	4)	}

	 	 r2	 =	 {	(5,	2),	(5,	4)	}

	 	 r3	 =	 {	(2,	2)	}

	 พั่จารืณิากี่ารืใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าและสัมาช่่กี่ติัวหลังข้อง	r1,	r2,	และ	r3	จะเห็นว่า

	 	 r1	เป็นความสััมพัันธ์์ที่่�ใช่้สัมาช่่กี่จากี่	A	เพั่ยงบางติัว	และใช่้สัมาช่่กี่จากี่	B	หมดทีุ่กี่ติัว

	 	 r2	เป็นความสััมพัันธ์์ที่่�ใช่้สัมาช่่กี่จากี่	A	เพั่ยงหนึ�งติัว	และใช่้สัมาช่่กี่จากี่	B	หมดทีุ่กี่ติัว

	 	 r3	เป็นความสััมพัันธ์์ที่่�ใช่้สัมาช่่กี่จากี่	A	เพั่ยงหนึ�งติัว	และใช่้สัมาช่่กี่จากี่	B	เพั่ยงหนึ�งติัว

	 ซึ�งม่กี่ารืนำาแนวค่ดดังกี่ล่าว	กี่ำาหนดเป็นบที่น่ยามข้องความสััมพัันธ์์	ดังน้�
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	 เน่�องจากี่ความสัมัพันัธ์เ์ปน็เซติข้องค้อ่นัดบั	กี่ารืเข้ย่นความสัมัพันัธ์จ์งึเข้ย่นไดท้ี่ั�งแบบแจกี่แจง

สัมาช่่กี่และแบบบอกี่เงื�อนไข้	ดังติัวอย่างติ่อไปน้�

กำำาหนด A = { 1, 2, 3, …, 100 } และ B = { 1, 3, 5, …, 49 } ให้เขียนคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนด

แบบแจกำแจงสัมาชิิกำและแบบบอกำเง่�อนไข

1)	 ความสััมพัันธ์์มากี่กี่ว่าจากี่	A	ไป	B	 2)	 ความสััมพัันธ์์กี่ำาลังสัองจากี่	A	ไป	B

วิิธีีทีำา	 	จากี่	A	=	{	1,	2,	3,	…,	100	}	และ	B	=	{	1,	3,	5,	…,	49	}	และความสััมพัันธ์์ติ้องเป็น

สัับเซติข้อง	A	×	B	จะได้	A	×	B	=	{	(1,	1),	(1,	3),	(1,	5),	…,	(100,	49)	}

 1)	 	กี่ำาหนด	r1	แที่นความสััมพัันธ์์มากี่กี่ว่าจากี่	A	ไป	B	ซึ�งหมายถึึง	สัมาช่่กี่ติัวหน้า

มากี่กี่ว่าสัมาช่่กี่ติัวหลัง	จะได้	r1	=	{	(2,	1),	(3,	1),	(4,	1),	…,	(100,	49)	}

	 	 ดังนั�น	r1	=	{	(x,	y)	∊ A × B ∙ x >	y	}
 2)	 	กี่ำาหนด	r2	แที่นความสััมพัันธ์์กี่ำาลังสัองจากี่	A	ไป	B	ซึ�งหมายถึึง	สัมาช่่กี่ติัวหน้า

เป็นกี่ำาลังสัองข้องสัมาช่ก่ี่ติวัหลงั	จะได้	r2	=	{	(1,	1),	(9,	3),	(25,	5),	…,	(81,	9)	}

	 	 ดังนั�น	r2	=	{	(x,	y)	∊ A × B ∙ x	=	y2 }

ลองที่ำาดูู

กำำาหนด A = { 2, 3, 5 } และ B = { 1, 4, 7 } ให้เขียนคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนด

แบบแจกำแจงสัมาชิิกำ

1)	 ความสััมพัันธ์์น้อยกี่ว่าจากี่	A	ไป	B	 2)	 ความสััมพัันธ์์รืากี่ที่่�สัองจากี่	A	ไป	B

วิิธีีทีำา	 จากี่	A	=	{	2,	3,	5	}	และ	B	=	{	1,	4,	7	}	และความสัมัพันัธ์์ต้ิองเป็นสับัเซติข้อง	A	× B

	 จะได้	A	×	B	=	{	(2,	1),	(2,	4),	(2,	7),	(3,	1),	(3,	4),	(3,	7),	(5,	1),	(5,	4),	(5,	7)	}

 1)	 	กี่ำาหนด	r1	แที่นความสััมพัันธ์์น้อยกี่ว่าจากี่	A	ไป	B	ซึ�งหมายถึึง	สัมาช่่กี่ติัวหน้า

น้อยกี่ว่าสัมาช่่กี่ติัวหลัง

	 	 ดังนั�น	r1	=	{	(2,	4),	(2,	7),	(3,	4),	(3,	7),	(5,	7)	}

 2)	 	กี่ำาหนด	r2	แที่นความสััมพัันธ์์รืากี่ที่่�สัองจากี่	A	ไป	B	ซึ�งหมายถึึง	สัมาช่่กี่ติัวหน้า

เป็นรืากี่ที่่�สัองข้องสัมาช่่กี่ติัวหลัง

	 	 ดังนั�น	r2	=	{	(2,	4)	}

กี่ำาหนด	A	=	{	1,	2,	3	}	และ	B	=	{	4,	5,	6	}	ให้เข้่ยนความสััมพัันธ์์	“หารืลงติัว”	จากี่	A	ไป	

B	แบบแจกี่แจงสัมาช่่กี่

ตััวอย่่างที่่�	 2
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	 A	 =	 {	1,	 2,	 3,	…,	 50	}	 และ	 B	 =	 {	2,	 4,	 6,	…,	 100	}	 ให้เข้่ยนความสััมพัันธ์์	 

“ไม่น้อยกี่ว่า”	จากี่	A	ไป	B	แบบแจกี่แจงสัมาช่่กี่และแบบบอกี่เงื�อนไข้

	 สัำาหรืับกี่ารืเข้่ยนความสััมพัันธ์์แบบบอกี่เงื�อนไข้	เมื�อผู้ลค้ณิคารื์ที่่เซ่ยนเป็น	RR × RR	ไม่น่ยม

เข้่ยน	r	=	{	(x,	y)∊RR × RR ∙ x	+	y	=	5	}	แติ่น่ยมเข้่ยนเป็น	r	=	{	(x,	y)	∙ x	+	y	=	5	}	หรืืออาจ
เข้่ยนเฉพัาะเงื�อนไข้ข้องความสััมพัันธ์์	คือ	x	+	y	=	5	นอกี่จากี่น้�อาจเข้่ยนแที่น	(x,	y)∊r	ด้วย	

“x	r	y”		ซึ�งอ่านว่า	เอกี่ซ์ม่ความสััมพัันธ์์อารื์กี่ับวาย	และ	(x,	y)∉r	อาจเข้่ยนแที่นด้วย	“x r	y”	
ซึ�งอ่านว่า	เอกี่ซ์ไม่ม่ความสััมพัันธ์์อารื์กี่ับวาย

3.	โดเมนและเร์นจ์์ของคูวามสััมพัันธ์์	(Domain	and	Range	of	Relation)
	 พั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนดด้วยแผู้นภาพัติ่อไปน้�
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	 จากี่แผู้นภาพั	เข้่ยนเป็นความสััมพัันธ์์	r	คือ	{	(1,	4),	(1,	6),	(1,	10),	(3,	6),	(5,	10)	}

	 จะเห็นว่า	เซติข้องสัมาช่ก่ี่ตัิวหน้าข้องค้อั่นดับที่ั�งหมดใน	r	คือ	{	1,	3,	5	}	เรืย่กี่เซติข้องสัมาช่ก่ี่

ติัวหน้าข้องค้่อันดับที่ั�งหมดในความสััมพัันธ์์	r	ว่า	โดเมน (domain)	ข้อง	r

	 และเซติข้องสัมาช่่กี่ติัวหลังข้องค้่อันดับที่ั�งหมดใน	 r	 คือ	 {	4,	6,	 10	}	 เรื่ยกี่เซติข้องสัมาช่่กี่ 

ติัวหลังข้องค้่อันดับที่ั�งหมดในความสััมพัันธ์์	r	ว่า	เร์นจ์ (range)	ข้อง	r

บทนิิยาม กำาหนดั r เป็็นคูวามสัมพัันธ์์จาก A ไป็ B

 โดัเมนของ r คูือ เซีตของสมาชิิกตัวหน้าของคูู�อันดัับใน r เขียนแทีนดั้วย D
r

 เร์นจ์ของ r คืูอ เซีตของสมาชิิกตัวหลังของคูู�อันดัับใน r เขียนแทีนดั้วย R
r

	 จากี่บที่น่ยาม	สัามารืถึเข้่ยน	Dr	และ	Rr	ในรื้ปเซติแบบบอกี่เงื�อนไข้ได้	ดังน้�

	 •	 Dr	=	{	x∊A	|	ม่	y∊B	ซึ�ง	(x,	y)∊r	}	กี่ล่าวได้ว่า	จะติ้องหาค่าข้อง	x	ที่่�ที่ำาให้ม่ค่าข้อง	y
	 	 ดังนั�น	กี่ารืหาโดเมนจึงติ้องจัดความสััมพัันธ์์ให้	y	อย้่ในรื้ปข้อง	x
	 •	 Rr	=	{	y∊B	|	ม่	x∊A	ซึ�ง	(x,	y)∊r	}	กี่ล่าวได้ว่า	จะติ้องหาค่าข้อง	y	ที่่�ที่ำาให้ม่ค่าข้อง	x
	 	 ดังนั�น	กี่ารืหาเรืนจ์จึงติ้องจัดความสััมพัันธ์์ให้	x	อย้่ในรื้ปข้อง	y

ฟัังก์์ชััน 7



ลองที่ำาดูู

ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์ r = { (-1, 1), (-2, 4), (-3, 7), (-4, 10), (-5, 13) }

วิิธีีทีำา จากี่บที่น่ยาม	โดเมนข้อง	r	คือ	เซติข้องสัมาช่่กี่ติัวหน้าข้องค้่อันดับใน	r

	 และเรืนจ์ข้อง	r	คือ	เซติข้องสัมาช่่กี่ติัวหลังข้องค้่อันดับใน	r

	 ดังนั�น	 Dr	=	{	-1,	-2,	-3,	-4,	-5	}	และ	Rr	=	{	1,	4,	7,	10,	13	}

กำำาหนด r = { (x, y)∊∊ZZ × ZZ ∙∙ 3x + 4y = 24 } ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของ r

วิิธีีทีำา หาโดเมนของคูวิามสััมพัันธี์

	 จากี่	3x	+	4y	=	24	จัดติัวแปรื	y	ในรื้ปข้อง	x

	 จะได้	 y	 =	 24	-	3x4

	 	 	 y	 =	 244  - 3x4
	 	 	 y	 =	 6	-	3x4
	 เน่�องจากี่	3x4 	ติ้องเป็นจำานวนเติ็ม	แสัดงว่า	x	เป็นจำานวนเติ็มที่่�ม่	4	เป็นติัวปรืะกี่อบ
	 โดยค่าข้อง	x	เป็นแบบรื้ปข้องจำานวนที่่�เพั่�มข้ึ�นครืั�งละ	4	คือ	…, -8, -4,	0, 4, 8, …
	 ดังนั�น	Dr	=	{	x ∙ x∊ZZ	และม่	4	เป็นติัวปรืะกี่อบ	}	หรืือ	Dr	=	{	…, -8, -4, 0, 4, 8, … }

 หาเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์

	 จากี่	3x	+	4y	=	24	จัดติัวแปรื	x	ในรื้ปข้อง	y

	 จะได้	 x	 =	 24	-	4y3

   x	 =	 243  - 4y3

   x	 =	 8	-	4y3
	 เน่�องจากี่	4y3 	ติ้องเป็นจำานวนเติ็ม	แสัดงว่า	y	เป็นจำานวนเติ็มที่่�ม่	3	เป็นติัวปรืะกี่อบ

	 โดยค่าข้อง	y	เป็นแบบรื้ปข้องจำานวนที่่�เพั่�มข้ึ�นครืั�งละ	3	คือ	…,	-6,	-3,	0,	3,	6,	…

	 ดังนั�น	Rr	=	{	y	∙	y∊ZZ	และม่	3	เป็นติัวปรืะกี่อบ	}	หรืือ	Rr	=	{	…,	-6,	-3,	0,	3,	6,	… }

ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้องความสััมพัันธ์์	r	=	{	(0,	0),	(1,	-1),	(2,	-2),	(3,	-3)	}

ตััวอย่่างที่่�	 4

ตััวอย่่างที่่�	 5
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	r	=	{	(x,	y)∊ZZ × ZZ ∙ 2x	+	5y	=	10	}	ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้อง	r

ลองที่ำาดูู

กำำาหนด r = { (x, y)∊∊RR × RR ∙∙ 3x + 4y = 24 } ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของ r

วิิธีีทีำา หาโดเมนของคูวิามสััมพัันธี์

	 จากี่	3x	+	4y	=	24	จัดติัวแปรื	y	ในรื้ปข้อง	x

	 จะได้	 y	 =	 24	-	3x4

	 	 	 y	 =	 244  - 3x4
	 	 	 y	 =	 6	-	3x4
	 เน่�องจากี่	y	=	6	-	3x4 	จะพับว่า	x	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	กี่็ได้
	 ดังนั�น	Dr	=	RR

 หาเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์

	 จากี่	3x	+	4y	=	24	จัดติัวแปรื	x	ในรื้ปข้อง	y

	 จะได้	 x	 =	 24	-	4y3

   x	 =	 243  - 4y3

   x	 =	 8	-	4y3
	 เน่�องจากี่	x	=	8	-	4y3 	จะพับว่า	y	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	กี่็ได้
	 ดังนั�น	 Rr	=	RR

กี่ำาหนด	r	=	{	(x,	y)∊RR × RR ∙ 2x	+	5y	=	10	}	ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้อง	r

ตััวอย่่างที่่�	 6
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ลองที่ำาดูู

กำำาหนด r = {{ (x, y) ∙∙ y = 2x
x - 5 }} ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของ r

วิิธีีทีำา หาโดเมนของคูวิามสััมพัันธี์

	 เน่�องจากี่	 2x
x	-	5	เปน็เศษสัว่นที่่�มตั่ิวสัว่นเปน็พัหุนามกี่ำาลังหนึ�ง	และเศษสัว่นจะไมน่ย่าม

	 เมื�อติัวสั่วนเป็นศ้นย์	ดังนั�น	x	-	5	ติ้องไม่เที่่ากี่ับศ้นย์
	 จะได้	 	 x	-	5	 ≠ 0

    x ≠	 5
	 ดังนั�น	Dr	=	{	x ∙ x ≠	5	}	หรืือ	Dr	=	RR	-	{	5	}

 หาเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์

	 จากี่	y	=	 2x
x	-	5	จัดติัวแปรื	x	ในรื้ปข้อง	y

	 จะได้	 	 y(x	-	5)	 =	 2x
    xy	-	2x	 =	 5y
    x(y	-	2)	 =	 5y
    x	 =	 5y

y	-	2

	 เน่�องจากี่	 5y
y	-	2	เปน็เศษส่ัวนที่่�มตั่ิวสัว่นเปน็พัหนุามกี่ำาลงัหนึ�ง	และเศษส่ัวนจะไม่นย่าม

	 เมื�อติัวสั่วนเป็นศ้นย์	ดังนั�น	y	-	2	ติ้องไม่เที่่ากี่ับศ้นย์

	 จะได้	 	 y	-	2	 ≠ 0

	 	 	 	 y	 ≠ 2

	 	 ดังนั�น	Rr	=	{	y	∙	y	≠	2	}	หรืือ	Rr	=	RR	-	{	2	}

กี่ำาหนด	r	=	{	(x,	y)	∙	y	=	 3x
x	-	4 }	ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้อง	r

ตััวอย่่างที่่�	 7

กำำาหนด r = { (x, y) ∙∙ y = ∙∙x∙∙ } ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของ r

วิิธีีทีำา หาโดเมนของคูวิามสััมพัันธี์

	 เน่�องจากี่	∙x∙	เป็นกี่ารืกี่ำาหนดค่าสััมบ้รืณิ์	ซึ�งจำานวนในค่าสััมบ้รืณิ์เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ

	 ดังนั�น	x∊RR	นั�นคือ	Dr	=	{ x ∙ x∊RR }	หรืือ	Dr	=	RR
 หาเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์

	 เน่�องจากี่	y	=	∙x∙	และ	∙x∙	ม่ค่ามากี่กี่ว่าหรืือเที่่ากี่ับศ้นย์ทีุ่กี่จำานวนจรื่ง	x	ใด	ๆ
	 ดังนั�น	y	≥	0	นั�นคือ	Rr	=	{ y ∙ y	≥ 0 }	หรืือ	Rr	=	[0,	∞)

ตััวอย่่างที่่�	 8
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	r	=	{ (x,	y)	∙	y	=	∙2x∙ }	ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้อง	r

กำำาหนด r = { (x, y) ∙∙ y =   9 - x2 } ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของ r

วิิธีีทีำา หาโดเมนของคูวิามสััมพัันธี์

	 	เน่�องจากี่			9	-	x2	เป็นกี่ารืกี่ำาหนดค่ารืากี่ที่่�สัอง	ซึ�งจำานวนในรืากี่ที่่�สัองติ้องไม่เป็น

จำานวนจรื่งลบ

	 ดังนั�น	9	-	x2 ≥ 0

	 จัดอสัมกี่ารืให้สััมปรืะสั่ที่ธ์่�ข้อง	x2	เป็นจำานวนจรื่งบวกี่

	 จะได้	 	 0	 ≥ x2	-	9

    0 ≥	 (x	-	3)(x	+	3)
	 หรืือ	 	 (x	-	3)(x	+	3)	 ≤ 0

	 จากี่อสัมกี่ารื	แสัดงได้บนเสั้นจำานวนจรื่ง	ดังน้�

-3 3

	 คำาติอบข้องอสัมกี่ารื	คือ	{ x ∙ -3	≤ x ≤	3 }	หรืือ	[-3,	3]
	 ดังนั�น	Dr	=	{ x ∙ -3	≤ x ≤	3 }	หรืือ	Dr	=	[-3,	3]

 หาเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์

	 จัดติัวแปรื	x	ในรื้ปข้อง	y	ซึ�งติ้องยกี่กี่ำาลังสัองที่ั�งสัองข้้างข้องสัมกี่ารื
	 จะได้	 	 y	 =	 		9	-	x2	 และ	 y	 ≥ 0

	 	 	 	 y2	 =	 9	-	x2

    x2	 =	 9	-	y2

    x	 =	 ±   9	-	y2

	 ดังนั�น	9	-	y2 ≥ 0

	 จัดอสัมกี่ารืให้สััมปรืะสั่ที่ธ์่�ข้อง	y2	เป็นจำานวนจรื่งบวกี่

	 จะได้	 	 0	 ≥	 y2	-	9	 และ	 y	 ≥ 0

    0 ≥	 (y	-	3)(y	+	3)

	 หรืือ	 	 (y	-	3)(y	+	3)	 ≤	 0	 และ	 y	 ≥ 0

ตััวอย่่างที่่�	 9
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ลองที่ำาดูู

	 จากี่อสัมกี่ารื	แสัดงได้บนเสั้นจำานวนจรื่ง	ดังน้�

-3 30

	 คำาติอบข้องอสัมกี่ารื	คือ	{ y ∙ 0 ≤	y	≤	3 }	หรืือ	[0,	3]

	 ดังนั�น	Rr	=	{ y ∙ 0 ≤	y	≤	3 }	หรืือ	Rr	=	[0,	3]

กี่ำาหนด	r	=	{	(x,	y)∙	y	=			1	-	x2	}	ให้หาโดเมนและเรืนจ์ข้อง	r

 กำาร์หาโดเมนและเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนดด้วิยกำร์าฟ

 กำาร์หาโดเมน	จะพั่จารืณิาติามแนวแกี่น	X	จากี่ที่างซ้ายไปที่างข้วาว่า	เสั้นกี่รืาฟเรื่�มติ้นจากี่

จำานวนใดไปยังจำานวนใด

 กำาร์หาเร์นจ์	 จะพั่จารืณิาติามแนวแกี่น	 Y	 จากี่ด้านล่างข้ึ�นด้านบนว่า	 เสั้นกี่รืาฟเรื่�มติ้นจากี่

จำานวนใดไปยังจำานวนใด

	 1.	 กี่ำาหนดกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์	r	ดังรื้ป

โดเมนและเรนจ์์
 www.aksorn.com/qrcode/mat06135

	 	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	เสั้นโค้งเรื่�มจากี่	x	ติั�งแติ่	0	ถึึง	6	และเรื่�มจากี่	y	ติั�งแติ่	-6	ถึึง	6
	 	 ดังนั�น	Dr	=	[0,	6]	และ	Rr	=	[-6,	6]
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	 2.	 กี่ำาหนดกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์	r	ดังรื้ป

แบบฝกที่ักษะ 1.1

ระดูับพื้นฐาน

 1. ให้หา A × B  เม่�อกำำาหนด A และ B ต่อไปน้�

	 1)	 A	=	{ 0,	1 },	B	=	{	-1	}	 2)	 A	=	{ -1,	0,	1 },	B	=	{ 0,	1,	4 }

	 3)	 A	=	{ 1,	2,	3 },	B	=	{ a,	b }	 4)	 A	=	{	a,	b,	c	},	B	=	{	-2,	0,	2	}

  พัิจาร์ณาตามแนวิแกำน X	ที่างข้วา	เรื่�มติ้นจากี่	0	เสั้นกี่รืาฟม่ปลายล้กี่ศรื	แสัดงว่า	x
	 	 	เป็นจำานวนจรื่งบวกี่ทีุ่กี่จำานวน	 และพั่จารืณิาติามแนวแกี่น	 X	 ที่างซ้าย	 เรื่�มติ้นจากี่	 0	

เสั้นกี่รืาฟม่ปลายล้กี่ศรื	แสัดงว่า	x	เป็นจำานวนจรื่งลบทีุ่กี่จำานวน
	 	 ดังนั�น	x	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	นั�นคือ	Dr	=	RR
   พัิจาร์ณาตามแนวิแกำน Y	 จะเห็นว่า	 เสั้นกี่รืาฟเรื่�มจากี่	 y	 ติั�งแต่ิ	 -4	 และเสั้นกี่รืาฟ

ม่ปลายล้กี่ศรื	แสัดงว่า	y	เป็นจำานวนจรื่งติั�งแติ่	-4	ข้ึ�นไป

	 	 ดังนั�น	Rr	=	[-4,	∞)

	 	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	เส้ันโค้งเรื่�มจากี่	x	ติั�งแต่ิ	-2	แต่ิไม่ถึงึ	2	และเร่ื�มจากี่	y	ติั�งแต่ิ	0	ถึงึ	6
	 	 ดังนั�น	Dr	=	[-2,	2)	และ	Rr	=	[0,	6]

	 3.	 กี่ำาหนดกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์	r	ดังรื้ป

ฟงกชัน 13



 2.  กำำาหนด A = { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } ให้เขียนคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนดแบบแจกำแจงสัมาชิิกำ  

พัร์้อมทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์

	 1)	 r1	=	{ (x,	y)	∊ A × A ∙ x	+	y	=	4 }
 2) r2	=	{ (x,	y)	∊ A × A ∙ x	-	y	=	8 }
	 3)	 r3	=	{ (x,	y)	∊ A × A ∙ x	=	2	และ	y	>	3 }

 3. ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์ต่อไปน้�

	 1)	 r1	=	{ (0,	0),	(1,	-2),	(2,	-4),	(3,	-6),	(4,	-8),	(5,	-10) }

	 2)	 r2	=	{ (x,	y)∊A × A ∙	y	=	x2 }	เมื�อ	A	=	{	1,	2,	3,	4 }

ระดูับกลาง

 4.  กำำาหนด A = { 0, 3 }, B = { 3, 4 } และ C = { 8, 9 } ให้เขียนเซีตต่อไปน้�แบบแจกำแจง

สัมาชิิกำ

	 1)	 A	×	(B	∪ C) 2) A ×	(B	∩ C) 

	 3)	 (A	× B) ∪	(A	×	C)	 4)	 (A	× B) ∩	(A	× C)

 5. ให้หาโดเมนและเร์นจ์ของคูวิามสััมพัันธี์ต่อไปน้�

	 1)	 r1	=	{	(x,	y)∊ZZ × ZZ ∙	y	=	 3
2x	-	1 }

	 2)	 r2	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	+	1x - 2 }
	 3)	 r3	=	{	(x,	y)	∙	y	=	∙ x	+	5	∙ }

	 4)	 r4	=	{	(x,	y)	∙	y	=	 5x
2x	-	3 }

	 5)	 r5	=	{	(x,	y)	∙	y	=	  x2	-	4	}
	 6)	 r6	=	{	(x,	y)	∙	y	=	 1

  25	-	x2
 }

ระดูับที่้าที่าย่

 6.  กำาร์จัดขบวินพัาเหร์ดของโร์งเร์ียนแห่งหน่�ง จัดเป็นร์ูปสัี�เหลี�ยมผ่นผ้า ปร์ะกำอบด้วิยผู้เดิน 

เป็นแถวิตั�งแต่ 5 แถวิ ถ่ง 10 แถวิ แต่ละแถวิมีจำานวินคูนเที่ากำันตั�งแต่ 10 คูน ถ่ง 25 คูน 

ผู้อยู่ริ์มด้านนอกำแต่งกำายสีัแดง ซี่�งมีทีั�งหมด 50 คูน ให้นักำเรี์ยนเขียนสัมกำาร์แสัดงคูวิาม

สััมพัันธี์ร์ะหวิ่างจำานวินแถวิและจำานวินคูนทีี�อยู่ในแถวิ

14

1.2	 ตััวผกผันของความสัมพันธ์	(Inverse of Relation)

	 นักี่เรื่ยนที่รืาบมาแล้วว่า	 ความสััมพัันธ์์เป็นสัับเซติข้องผู้ลค้ณิคาร์ืที่่เซ่ยน	 จึงอาจที่ำาให้ 

ความสััมพัันธ์์สัองเซติม่สัมาช่่กี่ตัิวหน้ากี่ับสัมาช่่กี่ตัิวหลังสัลับที่่�กัี่นได้	 โดยม่กี่ารืนำาแนวค่ดน้�มา

กี่ำาหนดความสััมพัันธ์์เกี่่�ยวกี่ับติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์	ดังน้�

	 ให้นักี่เรื่ยนพั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ติ่อไปน้�

	 	 r1	=	{ (-1,	1),	(-2,	4),	(-3,	9) }	 r2	=	{ (1,	-1),	(4,	-2),	(9,	-3) }

	 	 r3	=	{ (x,	y)	∙	y	=	3x	-	1 }	 r4	=	{ (x,	y)	∙	y	=	x + 13  }
	 จากี่ความสััมพัันธ์์ที่ั�งสั่�	จะเห็นว่า

	 •	 r1	และ	r2	เป็นกี่ารืเข้่ยนความสััมพัันธ์์แบบแจกี่แจงสัมาช่่กี่	ซึ�งแติ่ละสัมาช่่กี่ใน	r2	เป็นกี่ารื

สัลับที่่�รืะหว่างสัมาช่่กี่ติัวหน้าและสัมาช่่กี่ติัวหลังข้อง	r1
	 •	 r3	และ	r4	เป็นกี่ารืเข้่ยนความสััมพัันธ์์แบบบอกี่เงื�อนไข้	ซึ�งยังไม่สัามารืถึบอกี่ได้ว่าเงื�อนไข้ 

ที่ั�งสัองจะที่ำาใหม้ก่ี่ารืสัลับที่่�รืะหว่างสัมาช่ก่ี่ตัิวหนา้	กัี่บสัมาช่ก่ี่ตัิวหลงัหรือืไม่	แติส่ัามารืถึติรืวจสัอบได้ 

โดยนำาเงื�อนไข้ข้อง	r4	มาจัดรื้ป	ดังน้�

	 	 จากี่	 y	 =	 x + 13
	 	 จะได้	 3y	 =	 x	+	1
    x	 =	 3y	-	1
	 เมื�อนำาเงื�อนไข้ข้อง	r3	คือ	y	=	3x	-	1	และเงื�อนไข้ข้อง	r4	ที่่�จัดรื้ปแล้ว	คือ	x	=	3y	-	1 
มาเปรื่ยบเที่่ยบกี่ัน	จะเห็นว่าม่กี่ารืสัลับที่่�รืะหว่างสัมาช่่กี่ติัวหน้ากี่ับสัมาช่่กี่ติัวหลังข้อง	r3	และ	r4
จากี่ความสััมพัันธ์์ที่ั�งส่ั�	 เรื่ยกี่	 r2	 ว่าเป็นตัิวผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพัันธ์์	 r1	 และเรื่ยกี่	 r4	 ว่าเป็น 

ติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์	r3	ซึ�งม่กี่ารืกี่ำาหนดบที่น่ยามติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์	ดังน้�

บทนิิยาม ตัวผกผันของคูวามสัมพัันธ์์ r คูือ คูวามสัมพัันธ์์ซี่�งเกิดัจากการ์สลับทีี�ของสมาชิิกตัวหน้าและ

สมาชิิกตัวหลังในแต�ละคูู�อันดัับทีี�เป็็นสมาชิิกของ r ซ่ี�งเขียนแทีนดั้วย r
-1
 อ�านว�า ตัวผกผันของ r

	 กี่ารืสัลับที่่�รืะหว่างสัมาช่ก่ี่ติวัหน้าและสัมาช่ก่ี่ติวัหลงัในค้อ่นัดบั	 เพัื�อหาติวัผู้กี่ผู้นัข้องความสัมัพันัธ์์

ในที่่�น้�เข้่ยนแที่นด้วย	x ↔ y

	 จากี่บที่น่ยามจะได้ว่า	 โดเมนข้องความสััมพัันธ์์จะเป็นเรืนจ์ข้องตัิวผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพัันธ์	์

และเรืนจ์ข้องความสััมพัันธ์์จะเป็นโดเมนข้องติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์	กี่ล่าวคือ

Dr = Rr-1 และ Rr = Dr-1

ฟัังก์์ชััน 15



	 กี่ารืเข้่ยนติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์แบบบอกี่เงื�อนไข้ม่	2	แบบ	คือ

	 1)	 	ใช่ค้้อ่นัดบั	(x,	y)	แติต่ิอ้งเปล่�ยนเงื�อนไข้โดยสัลบัที่่�รืะหวา่ง	x	กี่บั	y	คอื	ที่่�ม	่x	เข้ย่น	y	แที่น	 
และที่่�ม่	y	เข้่ยน	x	แที่น	และจัดรื้ปข้องเงื�อนไข้โดยให้	y	อย้่ในรื้ปข้อง	x

	 	 เช่่น	r	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	-	5	}	
	 	 สัลับที่่�รืะหว่าง	x	กี่ับ	y	เป็น	x	=	y	-	5	และจัด	y	ในรื้ปข้อง	x	ได้	y	=	x	+	5
	 	 จะได้	r-1	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	+	5	}		
	 2)	 ใช่้ค้่อันดับ	(y,	x)	และไม่ติ้องสัลับที่่�ติัวแปรื	x	และ	y	ในเงื�อนไข้
	 	 เช่่น	r	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	-	5	}	จะได้	r-1	=	{	(y,	x) ∙	y	=	x	-	5	}

ลองที่ำาดูู

กำำาหนด r = { (-2, 1), (-1, 2), (0, 3), (1, 4) } ใหห้าตวัิผกำผนัของ r พัร์อ้มทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์

วิิธีีทีำา	 จากี่	r	=	{	(-2,	1),	(-1,	2),	(0,	3),	(1,	4)	}	

	 สัลับที่่�สัมาช่่กี่ติัวหน้าและสัมาช่่กี่ติัวหลังในแติ่ละค้่อันดับที่่�เป็นสัมาช่่กี่ข้อง	r

	 จะได้	 r-1	 =	 {	(1,	-2),	(2,	-1),	(3,	0),	(4,	1)	}

	 	 	 Dr-1	 =	 { 1,	2,	3,	4 }

	 	 	 Rr-1	 =	 { -2,	-1,	0,	1 }

กำำาหนด r = { (x, y) ∙∙ y = 2x + 3 } ให้หาตัวิผกำผันของ r พัร์้อมทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์

วิิธีีทีำา แบบทีี� 1	 ใช่้ค้่อันดับ	(x,	y)	และสัลับที่่�รืะหว่าง	x	กี่ับ	y	ในเงื�อนไข้
	 	 	 จากี่	y	=	2x	+	3
	 	 	 หา	r-1	โดยแที่น	x ↔ y	จะได้	x	=	2y	+	3
	 	 	 แติ่ความสััมพัันธ์์น่ยมเข้่ยนติัวแปรื	y	ในรื้ปข้อง	x
	 	 	 จะได้	 x	-	3	 =	 2y

    x - 3
2 	 =	 y

	 	 	 ดังนั�น	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙∙	y	=	x - 32  }
	 	 	 	 Dr-1	 =	 RR

	 	 	 	 Rr-1	 =	 RR

กี่ำาหนด	r	=	{	(1, 2),	(3, 4),	(5, 6),	(7, 8)	}	ให้หาตัิวผู้กี่ผัู้นข้อง	r	พัร้ือมทัี่�งหาโดเมนและเรืนจ์

ตััวอย่่างที่่�	 10

ตััวอย่่างที่่�	 11
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ข้้อควรระวังข้้อควรระวัง

 แบบทีี� 2	 ใช่้ค้่อันดับ	(y,	x)	และไม่ติ้องสัลับที่่�ติัวแปรื	x	และ	y	ในเงื�อนไข้
	 	 	 จากี่	 r	 =	 { (x,	y)	∙	y	=	2x	+	3 }
	 	 	 ดังนั�น	 r-1	 =	 { (y,	x) ∙	y	=	2x	+	3 }
	 	 	 	 Dr-1	 =	 RR	และ	Rr-1	=	RR

ลองที่ำาดูู

กำำาหนด r = { (x, y) ∙∙ y =   x - 2 } ให้หาตัวิผกำผันของ r พัร์้อมทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์

วิิธีีทีำา จากี่	y	=			x	-	2	เป็นความสััมพัันธ์์ที่่�ม่โดเมนเป็นจำานวนจรื่งที่่�ม่ค่าติั�งแติ่	2	ข้ึ�นไป
	 และเรืนจ์เป็นจำานวนจรื่งที่่�ม่ค่าติั�งแติ่	0	ข้ึ�นไป

	 หา	r-1	โดยแที่น	x ↔	y	จะได้	x	=			y	-	2	แสัดงว่า	x ≥ 0

	 เข้่ยนติัวแปรื	y	ในรื้ปข้อง	x	จะติ้องยกี่กี่ำาลังสัองที่ั�งสัองข้้างข้องสัมกี่ารื
	 จะได้	 x	 =	 		y	-	2
   x2	 =	 y	-	2	

	 	 	 y	 =	 x2 + 2 

	 	จะเป็นความสัมัพัันธ์ซ์ึ�งมโ่ดเมนเป็นจำานวนจรืง่ใด	ๆ 	และเรืนจ์เป็นจำานวนจรืง่มค่่าติั�งแต่ิ	

2	ข้ึ�นไป	จะเห็นว่า	y	=	x2	+	2	เป็นความสััมพัันธ์์ซึ�งเกี่่ดจากี่	x ↔	y	ม่เรืนจ์

	 เที่่ากี่ับโดเมนข้อง	y	=			x	-	2	แติ่โดเมนไม่เที่่ากี่ับเรืนจ์ข้อง	y	=			x - 2
	 ดังนั�น	y	=	x2	+	2	และ	x ≥	0	จะที่ำาให้ม่โดเมนเที่่ากี่ับเรืนจ์ข้อง	y	=			x - 2
	 นั�นคือ	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙	y	=	x2	+	2	และ	x ≥ 0 }

	 	 	 Dr-1	 =	 [0,	∞)

	 	 	 Rr-1	 =	 [2,	∞)

ให้หาติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนด	พัรื้อมที่ั�งหาโดเมนและเรืนจ์

1)	 r	=	{ (x,	y)	∙	y	=	4x	-	1 }	 2)	 s	=	{ (x,	y)	∙	y	=			x	-	5	}

ตััวอย่่างที่่�	 12

กี่ารืหาติัวผู้กี่ผู้ันข้อง	r	ที่่�ม่กี่ารืยกี่กี่ำาลังเป็นจำานวนค้่	เมื�อจัด	y	ในรื้ปข้อง	x	จะที่ำาให้ม่กี่ารื
ข้ยายข้อบเข้ติข้องค้่อันดับในความสััมพัันธ์์	จึงติ้องติรืวจสัอบ	Dr	=	Rr-1	และ	Rr	=	Dr-1
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ลองที่ำาดูู

ให้เขียนกำร์าฟของคูวิามสััมพัันธี์และตัวิผกำผันของคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนด บนร์ะบบพัิกำัดฉากำ

เดียวิกำัน

1)	 r	=	{	(x,	y)	∙	y	=	3x	-	4	}	 2)	 r	=	{	(x,	y)	∙	y	≥	3x }
วิิธีีทีำา 1)	 	จากี่	 r	 =	 { (x,	y)	∙	y	=	3x	-	4 }

	 	 จะได้	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙ x	=	3y	-	4 }

	 	 หรืือ	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙	y	=	x + 43 }
	 	 เข้่ยนกี่รืาฟข้อง	r	และ	r-1	ได้	ดังน้�

2)	 	จากี่	 r	 =	 { (x,	y)	∙	y	≥	3x }

	 	 จะได้	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙ x ≥	3y }

	 	 หรืือ	 r-1	 =	 { (x,	y)	∙	y	≤ x
3 }

	 	 เข้่ยนกี่รืาฟข้อง	r	และ	r-1	ได้	ดังน้�

ให้เข่้ยนกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์และติัวผู้กี่ผู้ันข้องความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนดบนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่

เด่ยวกี่ัน

1)	 r	=	{ (x,	y)	∙	y	=	2x	-	1 }	 2)	 r	=	{ (x,	y)	∙	y	≥ 2x }

ตััวอย่่างที่่�	 13

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�	 กี่รืาฟข้อง

ความสััมพัันธ์์ใด	ๆ 	 กี่ับกี่รืาฟข้อง

ติัวผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพันัธ์์จะมก่ี่รืาฟ

ข้องเสัน้ติรืง	y	=	x	เปน็แกี่นสัมมาติรื	
ซึ�งถ้ึาพัับรื้ปกี่รืาฟติามแนวเส้ันติรืง	

y	 =	 x	 แล้วกี่รืาฟข้อง	 r	 และ	 r-1

จะที่ับกี่ันสัน่ที่พัอด่

18

แบบฝกที่ักษะ 1.2

ระดูับพื้นฐาน

ระดูับกลาง

 1.  ให้หาโดเมน เร์นจ์ และตัวิผกำผันของคูวิามสััมพัันธี์ เม่�อกำำาหนด r ต่อไปน้�

	 1)	 r	=	{	(-2,	2),	(-1,	1),	(0,	0),	(1,	-1),	(2,	-2)	}	

	 2)	 r	=	{	(3,	2),	(2,	1),	(1,	0),	(0,	-1)	}

	 3)	 r	=	{	(1,	5),	(2,	6),	(4,	8),	(5,	10)	}

	 4)	 r	=	{	(-5,	-2),	(-3,	0),	(-1,	2),	(1,	4),	… }

	 5)	 r	=	{	…,	(-3,	4),	(-1,	2),	(1,	0),	(3,	2),	… }

 2.  ให้หาตัวิผกำผันของคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนด พัร์้อมทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์ของตัวิผกำผัน

ของคูวิามสััมพัันธี์ดังกำล่าวิ

	 1)	 p	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	+	5	}

	 2)	 q	=	{ (x,	y)	∙	y	=	4x	+	3 }

	 3)	 r	=	{	(x,	y)	∙ x	-	4y	=	3	}

	 4)	 s	=	{	(x,	y)	∙	y	=	5	-	2x }

	 5)	 t	=	{	(x,	y)	∙	y	=			x	+	1	}

 3.  ให้เขียนกำร์าฟของ r และ r-1 บนร์ะบบพัิกำัดฉากำเดียวิกำัน เม่�อกำำาหนด r ต่อไปน้�

	 1)	 r	=	{ (x,	y)	∊ A × A ∙	y	=	x	+	4 },	A	=	{ -2,	-1,	0,	2,	3,	4 }

	 2)	 r	=	{ (x,	y)	∊ B × B ∙	y	=	x	-	3 },	B	=	{ 1,	2,	3,	4,	5 }

	 3)	 r	=	{ (x,	y)	∊ ZZ × ZZ ∙ x	=	y2 }

	 4)	 r	=	{ (x,	y)	∙	y	=	3x }

	 5)	 r	=	{ (x,	y)	∙	y	> x }
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1.3	 ฟังก์ชันและกราฟ	(Function and Graph)

	 ฟงักี่ช์่นัและกี่รืาฟ	เปน็แบบจำาลองที่างคณิต่ิศาสัติรืท์ี่่�นำาไปใช่แ้กี่ป้ญัหาติา่ง	ๆ 	ในช่ว่ต่ิปรืะจำาวนั 

และนำาไปปรืะยุกี่ต์ิใช้่ได้ในหลายสัาข้าวช่่า	เช่น่	กี่ารืหาค่าสัง้สุัดหรือืติำ�าสุัดข้องกี่ารืเคลื�อนที่่�ข้องวัติถุึ	 

กี่ารืเพั่�มข้ึ�นข้องจำานวนปรืะช่ากี่รื	 กี่ารืคำานวณิดอกี่เบ่�ยเง่นฝากี่หรืือเง่นกี่้้	 กี่ารืปรืะกี่ันภัยหรืือ 

ปรืะกี่ันช่่ว่ติ

	 ฟังก์ี่ช่ันและกี่รืาฟม่ความเกี่่�ยวข้้องกัี่บความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ล่าวมาก่ี่อนหน้าน้�แล้ว	 กี่ล่าวคือ 

ความสััมพัันธ์์บางความสััมพัันธ์์ม่สัมาช่่กี่ตัิวหน้าซำ�ากี่ัน	 บางความสััมพัันธ์์ม่สัมาช่่กี่ตัิวหลังซำ�ากี่ัน	

หรือืบางความสัมัพันัธ์อ์าจจะไมม่่สัมาช่่กี่ติวัหนา้และสัมาช่ก่ี่ติวัหลงัซำ�ากัี่นเลย	จึงไดม้ก่ี่ารืนำาความ

สััมพัันธ์์ที่่�ไม่ม่กี่ารืใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าซำ�ากี่ันเลยมาน่ยามเป็นฟังกี่์ช่ัน

1.	 คูวามหมายของฟัังก์์ชััน
	 ให้นักี่เรื่ยนพั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ติ่อไปน้�

	 r1	=	{	(1,	4),	(2,	5),	(3,	6)	}

	 r2	=	{	(1,	4),	(2,	4),	(3,	4)	}

	 r3	=	{	(1,	4),	(1,	5),	(3,	6)	}

	 จากี่แผู้นภาพัที่ั�งสัาม	จะเห็นว่า

	 •	 สัมาช่่กี่แติ่ละติัวในโดเมนข้อง	 r1	จับค้่กี่ับสัมาช่่กี่แติ่ละติัวในเรืนจ์ข้อง	r1 

	 •	 สัมาช่่กี่แติ่ละติัวในโดเมนข้อง	 r2	จับค้่กี่ับสัมาช่่กี่ในเรืนจ์ข้อง	r2	เพั่ยงติัวเด่ยว

	 •	 สัมาช่่กี่บางติัวในโดเมนข้อง	r3	จับค้่กี่ับสัมาช่่กี่ในเรืนจ์ข้อง	r3	มากี่กี่ว่า	1	ติัว

	 เรืย่กี่	r1	และ	r2	วา่	คูวิามสัมัพันัธีท์ีี�เปน็ฟงักำช์ินั	และเรืย่กี่	r3	วา่	คูวิามสัมัพันัธีท์ีี�ไมเ่ปน็ฟงักำช์ินั 

ซึ�งได้ม่กี่ารืกี่ำาหนดบที่น่ยามความสััมพัันธ์์ที่่�เป็นฟังกี่์ช่ัน	ดังน้�

บทนิิยาม ฟัังก์ชิัน คูือ คูวามสัมพัันธ์์ซี่�งสมาชิิกในโดัเมนแต�ละตัวจับคูู�กับสมาชิิกในเร์นจ์ของคูวามสัมพัันธ์์

เพัียงตัวเดัียวเที�านั�น

	 จากี่บที่น่ยาม	 จะน่ยมเข้่ยนฟังก์ี่ช่ันแที่นด้วย	 f	 และฟังก์ี่ช่ันเป็นสัับเซติข้องความสััมพัันธ์์	 

โดยที่่�สัำาหรืับ	x,	y	และ	z	ใด	ๆ 	ถึ้า	(x,	y)∊f	และ	(x,	z)∊f	แล้ว	y	=	z

ฟัังก์์ชััน
 www.aksorn.com/qrcode/mat06134

20

 สััญลักำษณ์ทีี�ใชิ้เกำี�ยวิกำับฟังกำ์ชิัน

	 1)	 ถึ้าความสััมพัันธ์์	 f	 เป็นฟังกี่์ช่ัน	จะเข้่ยน	y	=	 f(x)	แที่น	(x,	y)∊f	และเรื่ยกี่	 f(x) ว่า 
คู่าของฟังกำ์ชิัน f ทีี� x	 ซึ�ง	 x	 แที่นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	 อาจอย้่ในรื้ปข้องเอกี่นามหรืือพัหุนาม	 เช่่น	 
f(x	+	4)	และ	f(  x3	-	1)	และ	f(x)	อ่านว่า	เอฟของเอกำซี์	หรืือ	เอฟเอกำซี์ นั�นคือ	f(x)	กี่็คือ	y	
และ	y	กี่็คือ	f(x)
	 2)	 เซติข้องสัมาช่ก่ี่ติวัหนา้ในฟงักี่ช์่นั	เข้ย่นแที่นดว้ย	Df และเซติข้องสัมาช่ก่ี่ติวัหลงัในฟงักี่ช์่นั	

เข้่ยนแที่นด้วย	Rf

ลองที่ำาดูู

ใหพ้ัจิาร์ณาคูวิามสัมัพันัธีใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปน้�วิา่ คูวิามสัมัพันัธีข์อ้ใดเปน็ฟงักำช์ินั และคูวิามสัมัพันัธี์ 

ข้อใดไม่เป็นฟังกำ์ชิัน

1)	 r1	=	{	(-1,	1),	(-2,	2),	(-3,	3),	(-4,	4)	}

2)	 r2	=	{	(0,	0),	(4,	-2),	(4,	-1)	}

3)	 r3	=	{	(a,	1),	(b,	1),	(c,	1),	(d,	2)	}

วิิธีีทีำา 1)	 เน่�องจากี่ค้่อันดับใน	r1	ไม่ม่สัองค้่อันดับใด	ใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าซำ�ากี่ัน

	 	 ดังนั�น	r1	เป็นฟังกี่์ช่ัน

 2)	 เน่�องจากี่ค้่อันดับใน	r2	ม่ค้่อันดับสัองค้่	ใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าซำ�ากี่ัน	คือ	(4,	-2)

	 	 และ	(4,	-1)	ดังนั�น	r2	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

 3)	 เน่�องจากี่ค้่อันดับใน	r3	ไม่ม่สัองค้่อันดับใด	ใช่้สัมาช่่กี่ติัวหน้าซำ�ากี่ัน

	 	 ดังนั�น	r3	เป็นฟังกี่์ช่ัน

ใหพ้ัจ่ารืณิาความสัมัพัันธ์ใ์นแติล่ะข้อ้ติอ่ไปน้�วา่	ความสัมัพัันธ์ข์้อ้ใดเปน็ฟงักี่ช์่นั	และความสัมัพัันธ์์

ข้้อใดไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

1)	 r1	=	{	(0,	1),	(1,	2),	(2,	3),	(3,	4)	}

2)	 r2	=	{	(0,	-1),	(2,	-1),	(4,	-2),	(4,	-3)	}

ตััวอย่่างที่่�	 14

	 กี่ารืพัจ่ารืณิาความสัมัพันัธ์ท์ี่่�กี่ำาหนดด้วยเงื�อนไข้ว่า	เปน็ฟังก์ี่ช่นัหรือืไม่เป็นฟังก์ี่ช่นั	จะต้ิองใช้่

บที่น่ยามแล้วใช่้สัมบัติ่กี่ารืเที่่ากี่ัน	พั่จารืณิาค่าข้อง	y	และ	z	

“สัำาหร์ับ x, y และ z ใด ๆ  ถ้า (x, y)∊∊f และ (x, z)∊∊f แล้วิ y = z”
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ใหพ้ัจิาร์ณาคูวิามสัมัพันัธีใ์นแตล่ะขอ้ตอ่ไปน้�วิา่ คูวิามสัมัพันัธีข์อ้ใดเปน็ฟงักำช์ินั และคูวิามสัมัพันัธี์ 

ข้อใดไม่เป็นฟังกำ์ชิัน

1)	 r1	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	-	4	}	 2)	 r2	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x
2	+	3	}

3)	 r3	=	{	(x,	y)	∙	y
2	=	x } 4)	 r4	=	{	(x,	y)	∙	y	=			x }

วิิธีีทีำา 1)	 กี่ำาหนด	(x,	y)	และ	(x,	z)	เป็นค้่อันดับใน	r1
	 	 จะได้ว่า	 y	 =	 x	-	4	 และ	 z	 =	 x	-	4
	 	 ดังนั�น	 y	 =	 z

	 	 นั�นคือ	r1	=	{ (x,	y)	∙	y	=	x	-	4 }	เป็นฟังกี่์ช่ัน
 2)	 กี่ำาหนด	(x,	y)	และ	(x,	z)	เป็นค้่อันดับใน	r2
	 	 จะได้ว่า	 y	 =	 x2	+	3	 และ	 z	 =	 x2	+	3

	 	 ดังนั�น	 y	 =	 z

	 	 นั�นคือ	r2	=	{ (x,	y)	∙	y	=	x
2	+	3 }	เป็นฟังกี่์ช่ัน

 3)	 กี่ำาหนด	(x,	y)	และ	(x,	z)	เป็นค้่อันดับใน	r3
	 	 จะได้ว่า	 y2	 =	 x	 และ	 z2	 =	 x
	 	 ดังนั�น	 y2	 =	 z2

	 	 	 	 y	 =	 z	 หรืือ	 -z

	 	 แสัดงว่า	ม่ค่า	x	ที่่�ที่ำาให้ได้ค่า	y	มากี่กี่ว่า	1	ค่า	
	 	 นั�นคือ	r3	=	{ (x,	y)	∙	y

2	=	x }	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน
 4)	 กี่ำาหนด	(x,	y)	และ	(x,	z)	เป็นค้่อันดับใน	r4
	 	 จะได้ว่า	 y	 =	 		x	 และ	 z	 =	 		x
	 	 ดังนั�น	 y	 =	 z

	 	 นั�นคือ	r4	=	{ (x,	y)	∙	y	=			x }	เป็นฟังกี่์ช่ัน

ใหพ้ัจ่ารืณิาความสัมัพันัธ์ใ์นแติล่ะข้อ้ติอ่ไปน้�วา่	ความสัมัพันัธ์์ข้อ้ใดเปน็ฟงักี่ช์่นั	และความสัมัพันัธ์์

ข้้อใดไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

1)	 r1	=	{ (x,	y)	∙	y	=	x	+	7 }	 2)	 r2	=	{ (x,	y)	∙	y	=	x
2	-	1 }

ตััวอย่่างที่่�	 15

ลองที่ำาดูู
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ให้พัิจาร์ณาคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนดด้วิยกำร์าฟในแต่ละข้อต่อไปน้�วิ่า คูวิามสััมพัันธี์ข้อใด 

เป็นฟังกำ์ชิัน และคูวิามสััมพัันธี์ข้อใดไม่เป็นฟังกำ์ชิัน

1)   2) 

3)   4) 

วิิธีีทีำา 1) 

	 	 	 	 	 	 เน่�องจากี่เสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	Y	ทีุ่กี่เสั้น	ติัดกี่รืาฟ

	 	 	 	 	 	 ข้องความสััมพัันธ์์เพั่ยง	1	จุด	เที่่านั�น

	 	 	 	 	 	 ดังนั�น	ความสััมพัันธ์์น้�เป็นฟังกี่์ช่ัน

Y

X0

Y

0 X

Y

X0

Y

0 X

Y

X0

ตััวอย่่างที่่�	 16

	 กี่ารืพั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนดด้วยกี่รืาฟว่า	 เป็นฟังกี่์ช่ันหรืือไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน	 จะติ้องใช่้ 

บที่น่ยาม

“สัำาหร์ับ x, y และ z ใด ๆ  ถ้า (x, y)∊∊f และ (x, z)∊∊f แล้วิ y = z”

	 และจากี่บที่น่ยาม	 ถ้ึาลากี่เสั้นติรืงที่่�เช่ื�อมจุด	 (x,	 y)	และ	 (x,	 z)	จะเป็นเสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับ
แกี่น	 Y	 ดังนั�น	 ในกี่ารืพั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันจากี่ความสััมพัันธ์์จึงติ้องลากี่เสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	 Y	

แลว้พัจ่ารืณิาจำานวนจดุติดัที่่�เสัน้ติรืงน้�ติดักี่บักี่รืาฟ	ถึา้มจ่ำานวนจดุติดัเพัย่ง	1	จดุ	ความสัมัพันัธ์น์ั�น 

เป็นฟังกี่์ช่ัน	ถึ้าม่จำานวนจุดติัดมากี่กี่ว่า	1	จุด	ความสััมพัันธ์์นั�นไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน	ดังติัวอย่าง
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 2) 

	 	 เน่�องจากี่ม่เสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	Y

	 	 ติัดกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์มากี่กี่ว่า	1	จุด

	 	 ดังนั�น	ความสััมพัันธ์์น้�ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

 3) 

	 	 เน่�องจากี่ม่เสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	Y

	 	 ติัดกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์มากี่กี่ว่า	1	จุด

	 	 ดังนั�น	ความสััมพัันธ์์น้�ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

 4) 

	 	 เน่�องจากี่เส้ันติรืงที่่�ข้นานกี่บัแกี่น	Y	ที่กุี่เส้ัน	ติดักี่รืาฟ

	 	 ข้องความสััมพัันธ์์เพั่ยง	1	จุด	เที่่านั�น

	 	 ดังนั�น	ความสััมพัันธ์์น้�เป็นฟังกี่์ช่ัน

Y

X
0

Y

X0

Y

X0

ลองที่ำาดูู

ให้พั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนดด้วยกี่รืาฟในแต่ิละข้้อต่ิอไปน้�ว่า	 ความสััมพัันธ์์ข้้อใดเป็น

ฟังกี่์ช่ัน	และความสััมพัันธ์์ข้้อใดไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

1)	    2) Y

0 X

Y

0 X
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2.	ก์ร์าฟัของฟัังก์์ชัันและเทีคูนิคูก์าร์เขียนก์ร์าฟัของฟัังก์์ชััน
	 กี่ารืเข้ย่นกี่รืาฟข้องฟงักี่ช์่นับางฟงักี่ช์่นั	นกัี่เรืย่นสัามารืถึเข้ย่นกี่รืาฟไดส้ัะดวกี่และรืวดเรืว็ข้ึ�น

โดยใช่้กี่ารืเลื�อนข้นานจากี่กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันพัื�นฐาน

	 กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันพัื�นฐานที่่�นักี่เรื่ยนติ้องนำามาใช่้	เพัื�อเข้่ยนกี่รืาฟโดยกี่ารืเลื�อนข้นาน	ม่ดังน้�

ฟังกี่์ช่ันเอกี่ลักี่ษณิ์
f(x)	=	x	หรืือ	y	=	x

ฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัอง
f(x)	=	x2	หรืือ	y	=	x2

ฟังกี่์ช่ันสั่วนกี่ลับ
f(x)	=	1x	หรืือ	y	=	

1
x

ฟังกี่์ช่ันค่าสััมบ้รืณิ์
f(x)	=	∙x∙	หรืือ	y	=	∙x∙

ฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัาม
f(x)	=	x3	หรืือ	y	=	x3

ฟังกี่์ช่ันรืากี่ที่่�สัอง
f(x)	=			x	หรืือ	y	=			x

f
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X
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-2

-3

-4
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f

X
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-4

1

2
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-1
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1
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3

4 f

X

Y
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2

3
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Y

0 2-2

-2

-4

-4

2

4

4

y3	=	x
2	-	3

y2	=	x
2 + 2 y1	=	x

2

X

 กำาร์เล่�อนกำร์าฟ

 (1) กำาร์เล่�อนขนานในแนวิตั�ง

	 	 พั่จารืณิากี่ารืเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ัน

	 	 y1	=	x
2,	y2	=		x

2	+	2	และ	y3	=	x
2	-	3

	 	 สัรื้างติารืางเลือกี่ค่าข้อง	x	บางค่า	แล้วหาค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	ดังน้�

x -2 -1 0 1 2

y1 = x
2 4 1 0 1 4

y2 = x
2 + 2 6 3 2 3 6

y3 = x
2 - 3 1 -2 -3 -2 1

	 เข้่ยนกี่รืาฟได้ดังรื้ป

	 พัจ่ารืณิาความสัมัพันัธ์ข์้องกี่รืาฟเหลา่น้�	เมื�อใช่ก้ี่รืาฟ	y1	=	x
2	เปน็หลกัี่ในกี่ารือา้งอง่	จะเหน็วา่	 

กี่รืาฟ	 y2	 =	 x
2	 +	 2	 และกี่รืาฟ	 y3	 =	 x

2	 -	 3	 ม่รื้ปรื่างเหมือนกี่ันกี่ับกี่รืาฟ	 y1	 =	 x
2 

โดยกี่รืาฟ	y2	=	x
2	+	2	เกี่่ดจากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y1	=	x

2	ข้ึ�นติามแนวแกี่น	Y	เป็นรืะยะ	2	หน่วย	

และกี่รืาฟ	y3	=	x
2	-	3	เกี่่ดจากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y1	=	x

2	ลงติามแนวแกี่น	Y	เป็นรืะยะ	3	หน่วย

	 ในกี่รืณิ้ที่ั�วไป	ถึ้านักี่เรื่ยนที่รืาบลักี่ษณิะข้องกี่รืาฟ	y	=	f(x)	แล้ว	นักี่เรื่ยนสัามารืถึเข้่ยนกี่รืาฟ 

y	=	f(x)	+	k	และ	y	=	f(x)	-	k	โดยอาศัยกี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	f(x)	ในแนวติั�ง	ซึ�งสัรืุปได้	ดังน้�
	 •	 	y	=	f(x)	+	k	ได้จากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	 y	 =	 f(x)	 ข้ึ�นติามแนวแกี่น	 Y	 เป็นรืะยะ	 k	 หน่วย	 

เมื�อ	k	> 0

	 •	 	y	=	f(x)	-	k	ได้จากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	 y	 =	 f(x)	 ลงติามแนวแกี่น	 Y	 เป็นรืะยะ	 k	 หน่วย	 
เมื�อ	k	> 0
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2
y	=	∙x∙

4

4

X
-2-4

Y

2-2-4

-2

-4

2

4

y1	=	∙x∙ + 2

y2	=	∙x∙	-	3

y	=	∙x∙

0 4 X

ลองที่ำาดูู

ให้เขียนกำร์าฟของฟังกำ์ชิันแต่ละฟังกำ์ชิันต่อไปน้�บนร์ะบบพัิกำัดฉากำเดียวิกำัน

โดยใชิ้กำร์าฟพั่�นฐาน y = ∙∙x∙∙

1)	 y1	=	∙x∙ + 2 2)	 y2	=	∙x∙	-	3

วิิธีีทีำา เข้่ยนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙	ซึ�งเป็นกี่รืาฟพัื�นฐาน

	 กี่รืาฟ	y1	=	∙x∙	+	2	ติ้องเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙

	 ข้ึ�นติามแนวแกี่น	Y	เป็นรืะยะ	2	หน่วย

	 และกี่รืาฟ	y2	=	∙x∙	-	3	ติ้องเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙ 

	 ลงติามแนวแกี่น	Y	เป็นรืะยะ	3	หน่วย

	 จะได้กี่รืาฟ	ดังน้�

ให้เข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันแติ่ละฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ันโดยใช่้

กี่รืาฟพัื�นฐาน	y	=	∙x∙

1)	 y1	=	∙x∙	+	5	 2)	 y2	=	∙x∙	-	5

ตััวอย่่างที่่�	 17

 (2) กำาร์เล่�อนขนานในแนวินอน

	 	 พั่จารืณิากี่ารืเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ัน

	 	 y1	=	x
2,	y2	=	(x + 2)

2	และ	y3	=	(x	-	3)
2

	 	 สัรื้างติารืางเลือกี่ค่าข้อง	x	บางค่า	แล้วหาค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	ดังน้�

x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

y1 = x
2 16 9 4 1 0 1 4 9 16

y2 = (x + 2)
2 4 1 0 1 4 9 16 25 36

y3 = (x - 3)
2 49 36 25 16 9 4 1 0 1
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ลองที่ำาดูู

ให้เข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันแติ่ละฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ันโดยใช่้

กี่รืาฟพัื�นฐาน	y	=	∙x∙

1)	 y1	=	∙x + 2∙	 2)	 y2	=	∙x	-	1∙

กำำาหนด f = { (3, 8), (4, 9), (5, 10) } ให้หา f(3), f(4) และ f(5)

วิิธีีทีำา 	เน่�องจากี่	 (3,	8)∊f	 ดังนั�น	f(3)	=	8

	 	 	 (4,	9)∊f	 ดังนั�น	f(4)	=	9

	 	 	 (5,	10)∊f	 ดังนั�น	f(5)	=	10

ตััวอย่่างที่่�	 19

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f	=	{	(1,	1),	(2,	8),	(3,	27)	}	ให้หา	f(1),	f(2)	และ	f(3)

กำำาหนด f(x) = 3x - 7 ให้หา f(0), f(-5), f(x + 4) และ f(x2 - x + 1)

วิิธีีทีำา จากี่	f(x)	=	3x	-	7
	 f(0)	เป็นค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	เมื�อสัมาช่่กี่ติัวหน้าเที่่ากี่ับ	0

	 จะได้	f(0)	=	3(0)	-	7	=	-7	

	 f(-5)	เป็นค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	เมื�อสัมาช่่กี่ติัวหน้าเที่่ากี่ับ	-5	

	 จะได้	f(-5)	=	3(-5)	-	7	=	-22

	 f(x	+	4)	เป็นค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	เมื�อสัมาช่่กี่ติัวหน้าเที่่ากี่ับ	x	+	4	
	 จะได้	f(x	+	4)	=	3(x	+	4)	-	7	=	3x	+	5
	 f(x2 - x	+	1)	เป็นค่าข้องฟังกี่์ช่ัน	เมื�อสัมาช่่กี่ติัวหน้าเที่่ากี่ับ	x2 - x	+	1
	 จะได้	f(x2 - x	+	1)	=	3(x2 - x	+	1)	-	7	=	3x2	-	3x	-	4

ตััวอย่่างที่่�	 20

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f(x)	=	4x	-	5	ให้หา	f(1),	f(-2),	f(x	-	2)	และ	f(x2 + 2x	-	3)
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Y

0 2

2

4

4
X

-2-4

y2	=	(x + 2)
2

y3	=	(x	-	3)
2

y1	=	x
2

y	=	∙x∙

Y

2

2

4

0 4
X

-2-4

Y

2

2

4

0 4 6 8
X

-2-4-6-8

y1	=	∙x	+	3∙
y2	=	∙x - 2∙

y	=	∙x∙

	 เข้่ยนกี่รืาฟได้ดังรื้ป

	 พั่จารืณิาความสััมพัันธ์์ข้องกี่รืาฟเหล่าน้�	 เมื�อใช่้กี่รืาฟ	 y1	 =	 x
2	 เป็นหลักี่ในกี่ารือ้างอ่ง	 

จะเห็นว่ากี่รืาฟ	y2	=	(x + 2)
2	และกี่รืาฟ	y3	=	(x	-	3)

2	ม่รื้ปรื่างเหมือนกี่ันกี่ับกี่รืาฟ	y1	=	x
2 

โดยกี่รืาฟ	y2	=	(x + 2)
2	เกี่่ดจากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y1	=	x

2	ไปที่างซ้ายติามแนวแกี่น	X	เป็นรืะยะ	

2	หน่วย	และกี่รืาฟ	y3	=	(x	-	3)
2	เกี่่ดจากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y1	=	x

2	ไปที่างข้วาติามแนวแกี่น	X 

เป็นรืะยะ	3	หน่วย

	 ในกี่รืณิทั้ี่�วไป	ถึา้นกัี่เรืย่นที่รืาบลกัี่ษณิะข้องกี่รืาฟ	y	=	f(x)	แลว้	นักี่เรืย่นสัามารืถึเข้ย่นกี่รืาฟข้อง	 
y	=	f(x	+	k)	และ	y	=	f(x	-	k)	โดยอาศัยกี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	f(x)	ในแนวนอน	ซึ�งสัรืุปได้	ดังน้�
	 •	 	y	=	f(x	+	k)	ได้จากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	 y	 =	 f(x)	 ไปที่างซ้ายติามแนวแกี่น	 X	 เป็นรืะยะ	 

k	หน่วย	เมื�อ	k	> 0

	 •	 	y	=	f(x	-	k)	ได้จากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	 y	 =	 f(x)	 ไปที่างข้วาติามแนวแกี่น	 X	 เป็นรืะยะ	 
k	หน่วย	เมื�อ	k	> 0

ให้เขียนกำร์าฟของฟังกำ์ชิันแต่ละฟังกำ์ชิันต่อไปน้�บนร์ะบบพัิกำัดฉากำเดียวิกำัน

โดยใชิ้กำร์าฟพั่�นฐาน y = ∙∙x∙∙

1)	 y1	=	∙x	+	3∙ 2)	 y2	=	∙x - 2∙

วิิธีีทีำา เข้่ยนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙	ซึ�งเป็นกี่รืาฟพัื�นฐาน

	 กี่รืาฟ	y1	=	∙x	+	3∙	ติ้องเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙

	 ไปที่างซ้ายติามแนวแกี่น	X	เป็นรืะยะ	3	หน่วย

	 และกี่รืาฟ	y2	=	∙x - 2∙	ติ้องเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	∙x∙

	 ไปที่างข้วาติามแนวแกี่น	X	เป็นรืะยะ	2	หน่วย

	 จะได้กี่รืาฟ	ดังน้�

ตััวอย่่างที่่�	 18
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 วิิธีีทีี� 3	หา	f(x)	โดยใช่้กี่ารืเลื�อนข้นานกี่รืาฟข้อง	f(x	-	5)	=	x	+	7
	 	 	 	จากี่	f(x	-	5)	=	x	+	7	เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ได้จากี่กี่ารืแที่นที่่�	x	ด้วย	x	-	5	และ

จากี่กี่ารืเข้่ยนกี่รืาฟโดยใช่้กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟ	y	=	f(x)	ไปที่างข้วาติามแนวแกี่น	X  
เป็นรืะยะ	k	หน่วย	เมื�อ	k	> 0

	 	 	 ม่รื้ปที่ั�วไป	คือ	 y	 =	 f(x)
	 	 	 ให้	 f(x	-	5)	 =	 y
	 	 	 จะได้	 y	 =	 x	+	7
	 	 	 	ซึ�งจะเป็นกี่รืาฟเสั้นติรืง	ที่่�เกี่่ดจากี่กี่ารืเลื�อนกี่รืาฟเสั้นติรืง	y	=	f(x)	ไปที่างข้วา

ติามแนวแกี่น	X	เป็นรืะยะ	5	หน่วย	ดังนั�น	เมื�อนำากี่รืาฟ	y	=	x	+	7	เลื�อน
ไปที่างซ้ายติามแนวแกี่น	X	เป็นรืะยะ	5	หน่วย	จะได้กี่รืาฟเสั้นติรืง	y	=	f(x)  
นั�นคอื	กี่ารืหา	f(x)	ซึ�งกี่ำาหนด	f(x	-	5)	=	x	+	7	อาศยักี่ารืเลื�อนกี่รืาฟในแนวนอน 
ที่่�เป็นกี่ารืย้อนกี่ลับที่่ศที่าง

	 	 	 	กี่รืาฟเสั้นติรืงม่รื้ปที่ั�วไป	คือ	f(x)	=	ax	+	b	หาค่า	a	และ	b	โดยเลือกี่ค้่อันดับ
สัองค้่บนเสั้นติรืง	y	=	f(x)	ในที่่�น้�เลือกี่ค้่อันดับ	(-12,	0)	และ	(0,	12)	แที่นค่า
ใน	f(x)	=	ax + b

	 	 	 เลือกี่ค้่อันดับ	(-12,	0)	แที่นค่าใน	f(x)	=	ax + b
	 	 	 จะได้	 -12a	+	b	 =	 0	 ……➀
	 	 	 และค้่อันดับ	(0,	12)	แที่นค่าใน	f(x)	=	ax + b
	 	 	 จะได้	 b	 =	 12	 ……➁
	 	 	 จากี่	➀	และ	➁	จะได้	a	=	1	และ	b	=	12

	 	 	 ดังนั�น	f(x)	=	x	+	12

ฟัังก์์ชััน 31

	 จากี่ติัวอย่างที่่�	20	ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเมื�อ	x	เป็นค่าคงติัวใด	ๆ 	จะได้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นค่าคงติัว	 
และเมื�อ	 x	 เป็นจำานวนในรื้ปพัหุนาม	 จะได้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นจำานวนในรื้ปพัหุนามเช่่นกี่ัน	 
ซึ�งเลข้ช่่�กี่ำาลังข้องพัหุนามจะสััมพัันธ์์กี่ับเลข้ช่่�กี่ำาลังข้องฟังกี่์ช่ันเด่ม	 ซึ�งสัามารืถึนำาความรื้้น้�ไปใช่้

เพัื�อหา	y	=	f(x)	ดังติัวอย่าง

กำำาหนด f(x - 5) = x + 7 ให้หา f(x)

วิิธีีทีำา วิิธีีทีี� 1		จากี่	f(x	-	5)	=	x	+	7	หมายความว่า	เมื�อสัมาช่่กี่ติัวหน้าเที่่ากี่ับ	x	-	5	จะได้
สัมาช่่กี่ติัวหลังเที่่ากี่ับ	x	+	7	แสัดงว่า	เมื�อแที่น	x	ด้วย	x	-	5	ค่าข้องฟังกี่์ช่ัน
เที่่ากี่ับ	x	+	7	ซึ�ง	x	-	5	และ	x	+	7	เป็นพัหุนามด่กี่รื่	1	ม่	2	พัจน์

	 	 	 ดังนั�น	f(x)	ที่่�ติ้องกี่ารืจะติ้องเป็นพัหุนามด่กี่รื่	1	และม่	2	พัจน์	
	 	 	 ให้	f(x)	=	ax	+	b	และแที่น	x	ด้วย	x	-	5
	 	 	 จะได้	 f(x	-	5)	 =	 a(x	-	5)	+	b
    x	+	7	 =	 ax	-	5a	+	b
    x	+	7	 =	 ax	+	(b	-	5a)
    x	-	ax	+	7	-	(b	-	5a)	 =	 0
	 	 	 	 (1	-	a)x	+	[7	-	(b	-	5a)]	 =	 0
	 	 	 จากี่กี่ารืเที่่ากี่ันข้องสัมกี่ารื

	 	 	 จะได้	1	-	a	=	0	และ	7	-	(b	-	5a)	=	0

	 	 	 ดังนั�น	a	=	1

	 	 	 และ	 b	-	5a	 =	 7

	 	 	 	 b	-	5(1)	 =	 7

	 	 	 	 b	 =	 12

	 	 	 ดังนั�น	f(x)	=	x	+	12
 วิิธีีทีี� 2	สัามารืถึจัดรื้ป	x	+	7	ให้อย้่ในรื้ป	x	-	5	ได้	ดังน้�
	 	 	 จากี่	 f(x	-	5)	 =	 x	+	7
	 	 	 	 	 =	 (x	-	5)	+	5	+	7
	 	 	 	 	 =	 (x	-	5)	+	12
	 	 	 แสัดงว่า	f(x	-	5)	 =	 (x	-	5)	+	12
	 	 	 ดังนั�น	f(x)	=	x	+	12

ตััวอย่่างที่่�	 21

30



A B

-1

-2

-3

-4

1

2

3

4

f1

A B

-1

-2

-3

-4

1

2

3

4

f3

A B

-1

-2

-3

-4

1

2

3

4

f2

	 	 	 ดังนั�น	 f(a)	 =	 18	(a	+	13 )
2
	-	15	(a	+	13 )	+	4

	 	 	 	 	 =	 2(a2	+	2a	+	1)	-	5(a	+	1)	+	4

	 	 	 	 	 =	 2a2	+	4a	+	2	-	5a	-	5	+	4

	 	 	 	 	 =	 2a2	-	a	+	1

	 	 	 นั�นคือ	 f(x)	 =	 2x2 - x	+	1

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f(2x	+	1)	=	16x2	+	10x	-	3		ให้หา	f(x)

3.	ฟัังก์์ชัันจ์าก์เซีตหน่�งไปอีก์เซีตหน่�ง
	 กี่ำาหนด	A	=	{	1,	2,	3,	4	}	และ	B	=	{	-1,	-2,	-3,	-4	}	พัจ่ารืณิาฟงักี่ช์่นัที่่�กี่ำาหนดดว้ยแผู้นภาพั 

ติ่อไปน้�

	 จากี่แผู้นภาพัที่ั�งสัาม	จะเห็นว่า

	 •	 f1	และ	f2	เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ม่โดเมนเป็นสัับเซติข้องเซติ	A	และม่เรืนจ์เป็นสัับเซติข้องเซติ	B	

	 •	 f3	เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ม่โดเมน	คือ	เซติ	A	และม่เรืนจ์เป็นสัับเซติข้องเซติ	B

	 เรื่ยกี่	f3	ว่า	ฟังกำ์ชิันจากำ A ไป B (Function from A into B) ซึ�งได้ม่กี่ารืกี่ำาหนดบที่น่ยาม

ข้องฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B	ดังน้�

บทนิิยาม f เป็็นฟัังก์ชิันจาก A ไป็ B ก็ต�อเม่อ f เป็็นฟัังก์ชิันทีี�มีเซีต A เป็็นโดัเมนและมีเร์นจ์เป็็น 

สับเซีตของเซีต B ซ่ี�งเขียนแทีนดั้วย f : A  B
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กำำาหนด f(3x - 1) = 18x2 - 15x + 4 ให้หา f(x)

วิิธีีทีำา 	เน่�องจากี่แที่น	x	ด้วยพัหุนามกี่ำาลังหนึ�ง	คือ	3x	-	1	แล้วที่ำาให้ได้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็น 
พัหุนามกี่ำาลังสัองม่	3	พัจน์	แสัดงว่า	f(x)	ติ้องเป็นพัหุนามกี่ำาลังสัองม่	3	พัจน์ด้วย

 วิิธีีทีี� 1	ให้	 f(x)	 =	 ax2 + bx	+	c
	 	 	 	 f(3x	-	1)	 =	 a(3x	-	1)2	+	b(3x	-	1)	+	c
	 	 	 	18x2	-	15x	+	4	 =	 9ax2	-	6ax	+	a	+	3bx	-	b	+	c
	 	 	 	18x2	-	15x	+	4	 =	 9ax2	-	(6ax	-	3bx)	+	(a	-	b	+	c)
	 	 	 	18x2	-	15x	+	4	 =	 9ax2	-	3x(2a	-	b)	+	(a	-	b	+	c)
	 	 	 	(18	-	9a)x2	-	(15	+	3b	-	6a)x	+	(4	-	a	+	b	-	c)	=	0
 	 	 จากี่กี่ารืเที่่ากี่ันข้องสัมกี่ารื	จะได้ว่า

	 	 	 	 18	-	9a	 =	 0	 ดังนั�น	 a	=	2

	 	 	 	 15	+	3b	-	6a	 =	 0	 ดังนั�น	 b	=	-1

	 	 	 	 4	-	a	+	b	-	c	 =	 0	 ดังนั�น	 c	=	1

	 	 	 ดังนั�น	f(x)	=	2x2 - x	+	1

 วิิธีีทีี� 2	สัามารืถึจัดรื้ป	18x2	-	15x	+	4	ให้อย้่ในรื้ปข้อง	3x	-	1	ได้	ดังน้�
  	 เน่�องจากี่	18x2	-	15x	+	4	เป็นพัหุนามกี่ำาลังสัอง
	 	 	 และ	(3x	-	1)2	=	9x2	-	6x	+	1
   จากี่	 f(3x	-	1)	 =	 18x2	-	15x	+	4
	 	 	 จะได้	 f(3x	-	1)	 =	 (9x2	-	6x	+	1)	+	(9x2	-	6x	+	1)	-	3x + 2
	 	 	 	 	 =	 (3x	-	1)2	+	(3x	-	1)2	-	(3x - 2)
	 	 	 	 	 =	 2(3x	-	1)2	-	(3x	-	1)	+	1
	 	 	 แสัดงว่า	 f(3x	-	1)	 =	 2(3x	-	1)2	-	(3x	-	1)	+	1
	 	 	 ดังนั�น	f(x)	=	2x2 - x	+	1

 วิิธีีทีี� 3	จากี่	 f(3x	-	1)	 =	 18x2	-	15x	+	4
	 	 	 ให้	 3x	-	1	 =	 a
	 	 	 จะได้	 x	 =	 a	+	13  

ตััวอย่่างที่่�	 22

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f(x	-	3)	=	x	+	8	ให้หา	f(x)
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	 กี่ำาหนด	A	=	 {	1,	2,	3,	4	}	และ	B	=	 {	-1,	 -2,	 -3,	 -4	}	พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดด้วย

แผู้นภาพัติ่อไปน้�

A B
-1

-2

-3

-4

1

2

3

4 f1

A B
-1

-2

-3

-4

1

2

3

4 f3

A B
-1

-2

-3

-4

1

2

3

4 f2

	 จากี่แผู้นภาพั	จะเห็นว่า

	 •	 f1	เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ม่โดเมน	คือ	เซติ	A	และม่เรืนจ์เป็นสัับเซติข้องเซติ	B	

	 •	 f2	และ	f3	เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ม่โดเมน	คือ	เซติ	A	และม่เรืนจ์	คือ	เซติ	B

	 จะเห็นว่า	f1	เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B	และเรื่ยกี่	f2	และ	f3	ว่า ฟังกำ์ชิันจากำ A ไปทีั�วิถ่ง B 

(Function from A onto B) ซึ�งได้ม่กี่ารืกี่ำาหนดบที่น่ยามข้องฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไปที่ั�วถึึง	B	ดังน้�

บทนิิยาม f เป็น็ฟังักชั์ินจาก A ไป็ทีั�วถ่ึง B กต็�อเมอ่ f เป็น็ฟังักชั์ินทีี�มเีซีต A เป็น็โดัเมนและมเีซีต B เป็น็เร์นจ์ 

ซี่�งเขียนแทีนดั้วย f : A  B
ทีั�วถึ่ง

บทนิิยาม f เป็็นฟัังก์ชัินหน่�งต�อหน่�งจาก A ไป็ B ก็ต�อเม่อ f เป็็นฟัังก์ชัินจาก A ไป็ B

สำาหร์ับ x
1
, x

2
 ใดั ๆ  ในเซีต A ถึ้า f(x

1
) = f(x

2
) แล้ว x

1
 = x

2
 ซี่�งเขียนแทีนดั้วย f : A  B1 - 1

	 พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดด้วยแผู้นภาพัติ่อไปน้�

	 จากี่แผู้นภาพั	 จะเห็นว่า	 f1	 เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	 A	 ไป	 B	 และ	 f2	 เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	 A 

ไปที่ั�วถึึง	B	แติ่	f1	และ	f2	เป็นกี่ารืจับค้่สัมาช่่กี่ติัวหน้าหนึ�งติัวกี่ับสัมาช่่กี่ติัวหลังหนึ�งติัว	จึงเรื่ยกี่ 

f1	 และ	 f2	 ว่า	ฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งจากำ A ไป B (One - to - One Function from A into B) 

ซึ�งได้ม่กี่ารืกี่ำาหนดบที่น่ยามข้องฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งจากี่	A	ไป	B	ดังน้�

	 และเรื่ยกี่	 f2	 ว่า	 เป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งจากำ A ไปทีั�วิถ่ง B (One - to - One Function 

from A onto B) ซึ�งเข้่ยนแที่นด้วย	f	:	A	  B
ที่ั�วถึึง

1 - 1

A B
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-4
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f1

A B
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กำำาหนด A = { 1, 2, 3, 4 }, B = { -1, -2, -3 } และ f1, f2 และ f3 ดังแผนภาพั

1)  2)  3) 

ให้พัิจาร์ณาวิ่าแผนภาพัใดเป็นฟังกำ์ชิันจากำ A ไป B

วิิธีีทีำา 1)	 จากี่แผู้นภาพั	จะเห็นว่า	โดเมนข้อง	f1	เป็นสัับเซติข้องเซติ	A

	 	 ดังนั�น	f1	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B	แติ่เป็นฟังกี่์ช่ัน	จากี่	{	1,	2,	4	}	ไป	B

 2)	 จากี่แผู้นภาพั	จะเหน็ว่า	โดเมนข้อง	f2	เท่ี่ากี่บัเซติ	A	และเรืนจ์ข้อง	f2	เท่ี่ากี่บัเซติ	B

	 	 ดังนั�น	f2	เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B

 3)	 	จากี่แผู้นภาพั	จะเห็นว่า	โดเมนข้อง	f3	เที่่ากี่ับเซติ	A	และเรืนจ์ข้อง	f3	เป็นสัับเซติ

ข้องเซติ	B

	 	 ดังนั�น	f3	เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B

A B

-1

-2

-3

1

2

3

4 f1

A B
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-3

1

2

3

4 f2

A B

-1

-2

-3

1

2

3

4 f3
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	A	=	{	4,	5,	6,	7	},	B	=	{	0,	1,	2	}	และ	f1,	f2	ดังแผู้นภาพั

1)	    2) 

ให้พั่จารืณิาว่าแผู้นภาพัใดเป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B

A B
4

5

6

7

0

1

2

f1

A B

0

1

2

4

5

6

7
f2
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ให้พัิจาร์ณากำร์าฟของฟังกำ์ชิันในแต่ละข้อต่อไปน้�วิ่า ฟังกำ์ชิันข้อใดเป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งและ

ฟังกำ์ชิันข้อใดไม่เป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�ง

1)   2) 

วิิธีีทีำา 1)

	 	 เน่�องจากี่ไม่ม่เสั้นติรืงใดที่่�ลากี่ข้นานกี่ับแกี่น	X

	 	 แล้วติัดเสั้นกี่รืาฟมากี่กี่ว่า	1	จุด

	 	 ดังนั�น	f	เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

 2)

	 	 เน่�องจากี่ม่เสั้นติรืงที่่�ลากี่ข้นานกี่ับแกี่น	X

	 	 แล้วติัดเสั้นกี่รืาฟมากี่กี่ว่า	1	จุด

	 	 ดังนั�น	g	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

Y

0

f

X

Y

0

g

X

Y

X0

f

Y

X0

g
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	 ในกี่ารืพั่จารืณิาว่า	 ฟังกำ์ชิันทีี�กำำาหนดด้วิยกำร์าฟ	 เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งหรืือไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

หนึ�งติ่อหนึ�ง	จะใช่้บที่น่ยาม	“f	เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งจากี่	A	ไป	B	ก็ี่ติ่อเมื�อ	f	เป็นฟังกี่์ช่ันจากี่	 

A	ไป	B	สัำาหรืบั	x1,	x2	ใด	ๆ 	ในเซติ	A	ถึา้	f(x1)	=	f(x2)	แลว้	x1	=	x2”	ซึ�งแสัดงวา่	คา่ข้อง	x	หนึ�งคา่ 
จะที่ำาให้ม่ค่าข้อง	 f(x)	 ได้เพั่ยงหนึ�งค่า	 ดังนั�นกี่ารืพั่จารืณิาฟังก์ี่ช่ันหนึ�งต่ิอหนึ�ง	 จึงลากี่เส้ันติรืง 
ที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	X	แล้วพั่จารืณิาจำานวนจุดติัดที่่�เสั้นติรืงน้�ติัดกี่ับเสั้นกี่รืาฟ	ถ้ึาม่จุดติัดเพั่ยง	1	จุด	

ฟังกี่์ช่ันนั�นเป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง	 ถ้ึาม่จำานวนจุดติัดมากี่กี่ว่า	1	 จุด	ฟังกี่์ช่ันนั�นไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

หนึ�งติ่อหนึ�ง	ดังติัวอย่าง

ฟัังก์์ชััน 37

ให้พัิจาร์ณาวิ่าฟังกำ์ชิันทีี�กำำาหนดต่อไปน้� ฟังกำ์ชิันใดเป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�ง

1)	 f	 =	{	(x,	y)	∙	y	=	x + 2 }
2)	 g	 =	{	(x,	y)	∙	y	=	x2 }

3)	 h	 =	{	(x,	y)	∙	y	=	∙x∙ }

วิิธีีทีำา 1)	 จากี่	f	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x + 2 }
	 	 พั่จารืณิา	y	=	x	+	2	หรืือ	f(x)	=	x + 2
	 	 ถึ้า	f(x1)	=	f(x2)	จะได้	x1	+	2	=	x2 + 2

	 	 ดังนั�น	x1	=	x2

	 	 นั�นคือ	f	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	+	2	}	เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

 2)	 จากี่	g	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x2 }

	 	 พั่จารืณิา	y	=	x2	หรืือ	g(x)	=	x2

	 	 ถึ้า	g(x1)	=	g(x2)	จะได้	x1
2	=	x2

2

	 	 ดังนั�น	x1	=	x2	หรืือ	x1	=	-x2

	 	 จะเห็นว่า	ม่กี่รืณิ้ที่่�	x1 ≠ x2	แติ่ที่ำาให้	g(x1)	=	g(x2)

	 	 นั�นคือ	g	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x2	}	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

 3)	 จากี่	h	=	{	(x,	y)	∙	y	=	∙x∙ }

	 	 พั่จารืณิา	y	=	∙x∙	หรืือ	h(x)	=	∙x∙

	 	 ถึ้า	h(x1)	=	h(x2)	จะได้	∙x1∙	=	∙x2∙

	 	 ดังนั�น	x1	=	x2	หรืือ	x1	=	-x2

	 	 จะเห็นว่า	ม่กี่รืณิ้ที่่�	x1 ≠ x2	แติ่ที่ำาให้	h(x1)	=	h(x2)

	 	 นั�นคือ	h	=	{	(x,	y)	∙	y	=	∙x∙	}	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

ตััวอย่่างที่่�	 24

ลองที่ำาดูู

ให้พั่จารืณิาว่าฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดติ่อไปน้�	ฟังกี่์ช่ันใดเป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

1)	 f	 =	{ (x,	y)	∙∙	y	=	x	-	5 }
2)	 g	=	{ (x,	y)	∙∙	y	=	x2	+	1 }

3)	 h	=	{ (x,	y)	∙∙	y	=	∙∙x∙∙ - 2 }
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ระดูับกลาง

 4.  ใหเ้ขยีนกำร์าฟและสัมกำาร์ของกำร์าฟทีี�ไดใ้นขั�นสัดุทีา้ยจากำกำาร์เล่�อนขนานตามทีี�กำำาหนดตอ่ไปน้� 

และเขียนฟังกำ์ชิันทีี�ได้

	 1)	 y	=	x2	เลื�อนกี่รืาฟข้ึ�นไปติามแนวติั�ง	2	หน่วย	แล้วเลื�อนไปที่างข้วาอ่กี่	4	หน่วย

	 2)	 y	=	∙x∙	เลื�อนกี่รืาฟไปที่างซ้าย	2	หน่วย	แล้วเลื�อนกี่รืาฟข้ึ�นไปติามแนวติั�งอ่กี่	3	หน่วย

 5.  ให้ตร์วิจสัอบว่ิาคูวิามสััมพัันธ์ีทีี�กำำาหนดในแต่ละข้อต่อไปน้� เป็นฟังก์ำชิันหร์่อไม่เป็นฟังก์ำชิัน 

และถ้าเป็นฟังกำ์ชิันจะเป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งหร์่อไม่ เพัร์าะเหตุใด

	 1)	 r1	=	{	(x,	y)	∊ A × A ∙	y	=	x	+	3	},	A	=	{	-2,	-1,	0,	1,	2	}
	 2)	 r2	=	{	(x,	y)	∙	y	=	3	เมื�อ	x ≤	0	และ	y	=	-3	เมื�อ	x ≥ 0 }

	 3)	 r3	=	{	(x,	y)	∙	y	=	2x	+	1	}
	 4)	 r4	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x

2 + x }
	 5)	 r5	=	{	(x,	y)	∙	y	=			x	+	3	}
	 6)	 r6	=	{	(x,	y)	∙	y	=	∙x	-	1∙ }

 6. กำำาหนด f(x) = x2 - 2x + 1 ให้ตร์วิจสัอบวิ่า

	 1)	 f(2	+	5)	และ	f(2)	+	f(5)	เที่่ากี่ันหรืือไม่

	 2)	 f(2	×	5)	และ	f(2)	×	f(5)	เที่่ากี่ันหรืือไม่

 7. กำำาหนด f(x + 3) = x - 8 ให้หา f(-5), f(x - 1), f(2x + 5) และ f(a)

 8. กำำาหนด f(4x - 1) = x2 + 3x ให้หา f(7), f(-5) และ f(x)

 9. กำำาหนด f(x) = x2 - 1 และโดเมนของ f คู่อ { x ∙∙ -3 < x < 2 } ให้หาเร์นจ์ของ f

 10. กำำาหนด g(x) = 4 - x2 และโดเมนของ g คู่อ { x ∙∙ -5 < x < 3 } ให้หาเร์นจ์ของ g

 11. กำำาหนด A = { 1, 2, 3 }, B = { a, b, c }

	 f1	=	{ (1,	1),	(2,	2),	(3,	3) }	 	 f2	=	{ (1,	a),	(2,	c),	(3,	b) }

	 f3	=	{ (1,	a),	(2,	a),	(3,	a) }	 	 f4	=	{ (a,	3),	(b,	2),	(c,	2) }

	 f5	=	{ (a,	1),	(b,	3),	(c,	2) }	 	 f6	=	{ (a,	a),	(b,	b),	(c,	a) }

  ให้พัิจาร์ณาวิ่าฟังกำ์ชิันทีี�กำำาหนดฟังกำ์ชิันใดเป็น

	 1)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไป	B	 2)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	B	ไป	A

	 3)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไปที่ั�วถึึง	B	 4)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	B	ไปที่ั�วถึึง	A

	 5)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	B	ไป	B	 6)	 ฟังกี่์ช่ันจากี่	A	ไปที่ั�วถึึง	A

	 7)	 ฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง	 8)	 ฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งจากี่	A	ไป	B

X
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ให้พ่ัจารืณิากี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันในแติ่ละข้้อติ่อไปน้�ว่า	 ฟังกี่์ช่ันข้้อใดเป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งต่ิอหนึ�ง

และฟังกี่์ช่ันข้้อใดไม่เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

1)	    2) 

0 X

Y

f

0-1 1
X

g

Y

 1.  ใหต้ร์วิจสัอบวิา่คูวิามสัมัพันัธีท์ีี�กำำาหนดดว้ิยแผนภาพัหร์อ่กำร์าฟในแตล่ะขอ้ตอ่ไปน้� เปน็ฟงักำช์ินั

หร์่อไม่เป็นฟังกำ์ชิัน และถ้าเป็นฟังกำ์ชิันเป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งหร์่อไม่

	 1)	 	 2)	

	 3)	 	 4)	

 2.  ให้ตร์วิจสัอบวิ่าคูวิามสััมพัันธี์ทีี�กำำาหนดในแต่ละข้อต่อไปน้� เป็นฟังกำ์ชิันหร์่อไม่เป็นฟังกำ์ชิัน

และถ้าเป็นฟังกำ์ชิันเป็นฟังกำ์ชิันหน่�งต่อหน่�งหร์่อไม่ เพัร์าะเหตุใด

	 1)	 {	(a,	1),	(b,	2),	(c,	2),	(d,	3)	}	 2)	 {	(m,	-1),	(n,	-2),	(r,	-3),	(s,	-3)	}

 3.  ให้เขียนกำร์าฟของฟังก์ำชิันแต่ละฟังก์ำชัินต่อไปน้�บนร์ะบบพัิกำัดฉากำเดียวิกำัน โดยใชิ้เทีคูนิคู

กำาร์เล่�อนกำร์าฟ

	 1)	 y1	=	2x,	y2	=	2x	+	2	 และ	y3	=	2x	-	3
	 2)	 y1	=	-x

2,	y2	=	-x
2	+	2	 และ	y3	=	-x

2 - 2

แบบฝกที่ักษะ	 1.3ก
ระดูับพ้ืนฐาน
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f(x)	=	x2 + 2

 2)

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเหน็วา่	เมื�อ	x	เปน็จำานวนจรืง่ใด	ๆ 	และคา่ข้อง	x	เพั่�มข้ึ�นจะที่ำาใหค้า่ข้องฟงักี่ช์่นั	
ลดลง	และเมื�อ	x	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	และค่าข้อง	x	ลดลง	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�นหรืือ
กี่ล่าวได้ว่า	เมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง	และเมื�อค่าข้อง	x	ลดลง	จะที่ำาให้
ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	เรื่ยกี่ฟังกี่์ช่ันลักี่ษณิะน้�ว่า	ฟังกำ์ชิันลด เมื�อ	x∊RR

	 3)

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	เมื�อ	x >	0	และค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�นด้วย	
หรืือกี่ล่าวได้ว่า	เมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	เรื่ยกี่ว่า	เป็นฟังกำ์ชิันเพัิ�ม  

เม่�อ x > 0	แติ่เมื�อ	x <	0	และค่าข้อง	x	ลดลง	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	หรืือกี่ล่าวได้ว่า	 
เมื�อค่าข้อง	x	ลดลง	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	เรื่ยกี่ว่า	เป็นฟังกำ์ชิันลด เม่�อ x < 0

	 กี่ลา่วโดยสัรืปุจากี่กี่รืาฟรืป้ที่่�	1	ฟงักี่ช์่นั	f(x)	=	2x	+	3	เปน็ฟงักี่ช์่นัเพั่�ม	เมื�อ	x∊RR	กี่รืาฟรืป้ที่่�	2	 

ฟังกี่์ช่ัน	f(x)	=	-3x	+	4	เป็นฟังกี่์ช่ันลด	เมื�อ	x∊RR	แติ่กี่รืาฟรื้ปที่่�	3	ฟังกี่์ช่ัน	f(x)	=	x2 + 2  

เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อ	x >	0	และเป็นฟังกี่์ช่ันลด	เมื�อ	x <	0	ซึ�งนักี่เรื่ยนจะเห็นว่า	บางฟังกี่์ช่ัน

เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลดเพั่ยงอย่างเด่ยวเที่่านั�น	 แติ่บางฟังกี่์ช่ันเป็นได้ที่ั�งฟังกี่์ช่ันเพั่�มและ

ฟังกี่์ช่ันลด
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4.		ฟัังก์์ชัันเพัิ�ม	(Increasing	Function)	และฟัังก์์ชัันลด	(Decreasing	
Function)

	 นักี่เรื่ยนได้ศึกี่ษากี่ารืหาค่าข้องฟังกี่์ช่ันมาแล้ว	จะเห็นว่า	เมื�อค่าข้อง	x	เปล่�ยนไป	จะที่ำาให้ค่า
ข้องฟังกี่์ช่ันบางฟังกี่์ช่ันเปล่�ยนแปลงได้	แติ่บางฟังกี่์ช่ันค่าข้องฟังกี่์ช่ันไม่เปล่�ยนแปลง

 เชิ่น

	 1)	 f(x)	=	-7	 	เมื�อค่าข้อง	x	เปล่�ยนไป	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเที่่ากี่ับ	-7	เสัมอ
	 2)	 f(x)	=	2x	+	3	 	เมื�อค่าข้อง	x	เปล่�ยนไป	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเปล่�ยนแปลง 

เช่่น	x	=	1	ที่ำาให้	f(1)	=	5	และ	x	=	2	ที่ำาให้	f(2)	=	7
	 3)	 f(x)	=	2	-	3x	 	เมื�อค่าข้อง	x	เปล่�ยนไป	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเปล่�ยนแปลง 

เช่่น	x	=	2	ที่ำาให้	f(2)	=	-4	และ	x	=	4	ที่ำาให้	f(4)	=	-10

	 จากี่ฟังกี่์ช่ันที่่�ยกี่ติัวอย่าง	 จะเห็นว่า	 บางฟังกี่์ช่ันเมื�อค่าข้อง	 x	 เพั่�มข้ึ�น	 จะที่ำาให้ค่าข้อง 
ฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�นด้วย	แติ่บางฟังกี่์ช่ันเมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�นกี่ลับที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง

	 พั่จารืณิาค่าข้องฟังกี่์ช่ันจากี่กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดติ่อไปน้�

	 1)	

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเหน็วา่	เมื�อ	x	เปน็จำานวนจรืง่ใด	ๆ 	และคา่ข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาใหค้า่ข้องฟงักี่ช์่นั	 
เพั่�มข้ึ�น	 และเมื�อ	 x	 เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	 และค่าข้อง	 x	 ลดลง	 จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง	 
หรืือกี่ล่าวได้ว่า	เมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	และเมื�อค่าข้อง	x	ลดลง	 
จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง	เรื่ยกี่ฟังกี่์ช่ันลักี่ษณิะน้�ว่า	ฟังกำ์ชิันเพัิ�ม เมื�อ	x∊RR

ฟัังก์์ชัันเพิ่่�มและฟัังก์์ชัันลด
 www.aksorn.com/qrcode/mat09174
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	 จากี่บที่นย่าม	เมื�อกี่ลา่วถึงึฟงักี่ช์่นัเพั่�มหรือืฟงักี่ช์่นัลด	ติอ้งกี่ำาหนดเซติหรือืช่ว่งซึ�งเปน็สับัเซติ

ข้องโดเมน	แติ่ฟังกี่์ช่ันที่่�เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลดเพั่ยงอย่างเด่ยว	 (Monotone	Function)	 

ที่กุี่ฟงักี่ช์่นั	x∊RR	ไมน่ย่มกี่ำาหนดเซติหรือืช่่วง	เช่่น	f(x)	=	x	+	5	เปน็ฟงักี่ช์่นัเพั่�ม	และ	f(x)	=	2	-	x  
เป็นฟังกี่์ช่ันลด

กำำาหนดกำร์าฟของฟังกำ์ชิัน f ให้ร์ะบุชิ่วิงทีี� f เป็นฟังกำ์ชิันเพัิ�มและชิ่วิงทีี� f เป็นฟังกำ์ชิันลด

ให้พัิจาร์ณาวิ่าฟังกำ์ชิันต่อไปน้� เป็นฟังกำ์ชิันเพัิ�มหร์่อฟังกำ์ชิันลดบนเซีตทีี�กำำาหนด

1)	 f(x)	=	5	-	2x	บน	RR
2)	 g(x)	=	x3	+	1	บน	RR
3)	 h(x)	=	x2	-	6x	+	13	บนช่่วง	(-∞,	3)	และ	(3,	∞)

4)	 s(x)	=	3x	บนช่่วง	(-∞,	0)	และ	(0,	∞)

วิิธีีทีำา	 	จากี่กี่รืาฟ	 จะเห็นว่า	 เมื�อ	 x <	 -1	 ถึ้าค่าข้อง	 x	 เพั่�มข้ึ�น	 ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น 
เมื�อ	x > 13	ถึ้าค่าข้อง	x	 เพั่�มข้ึ�น	 ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	 และเมื�อ	 -1	< x < 13
ถึ้าค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง

	 ดังนั�น	 f	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อ	x∊(-∞,	-1)	และ	x∊(13	,	∞)	และ	f	เป็นฟังกี่์ช่ันลด
	 	 	 เมื�อ	x∊(-1,	13)

ตััวอย่่างที่่�	 26

ตััวอย่่างที่่�	 27

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนดกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ัน	f	ให้รืะบุช่่วงที่่�	f	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มและช่่วงที่่�	f	เป็นฟังกี่์ช่ันลด
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	 ดังนั�น	 ฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดเป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลดติ้องพั่จารืณิาจากี่กี่ารืเปล่�ยนแปลง 

ค่าข้อง	x	และค่าข้องฟังกี่์ช่ันติามช่่วงข้องโดเมน	ดังน้�

	 1.	 เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น	หรืือเมื�อค่าข้อง	 
x	ลดลง	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง

	 2.	 เป็นฟังกี่์ช่ันลด	เมื�อค่าข้อง	x	 เพั่�มข้ึ�น	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันลดลง	หรืือเมื�อค่าข้อง	x 
ลดลง	จะที่ำาให้ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มข้ึ�น

	 พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันเพั่�มและฟังกี่์ช่ันลดในกี่รืณิ้ที่ั�วไป

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	เมื�อ	x < x1	และ	f(x) <	f(x1)	กี่ล่าวได้ว่าค่าข้อง	x	และค่าข้องฟังกี่์ช่ัน
ม่ความสััมพัันธ์์ในที่่ศที่างเด่ยวกี่ัน	นั�นคือ	y	=	f(x)	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อ	x < x1
	 เมื�อค่าข้อง	x	เพั่�มข้ึ�นโดย	x1 < x < x2	และ	f(x1) >	f(x2)	กี่ล่าวได้ว่าค่าข้อง	x	และค่าข้อง 
ฟังกี่์ช่ันม่ความสััมพัันธ์์ในที่่ศที่างติรืงข้้ามกี่ัน	ดังนั�น	y	=	f(x)	เป็นฟังกี่์ช่ันลด	เมื�อ	x1 < x < x2

	 และเมื�อ	x > x2	และ	f(x) >	f(x2)	กี่ล่าวได้ว่าค่าข้อง	x	และค่าข้องฟังกี่์ช่ันม่ความสััมพัันธ์์
ในที่่ศที่างเด่ยวกี่ัน	ดังนั�น	y	=	f(x)	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อ	x > x2

	 จากี่กี่รืาฟในรื้ปที่่�	4	นักี่เรื่ยนจะเห็นว่า	y	=	f(x)	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม	เมื�อ	x < x1	และ	x > x2 

แติ่เป็นฟังกี่์ช่ันลด	เมื�อ	x1 < x < x2	ซึ�งเป็นไปติามบที่น่ยามข้องฟังกี่์ช่ันเพั่�มและฟังกี่์ช่ันลด	ดังน้�

บทนิิยาม ให้ f เป็็นฟัังก์ชิันทีี�มีโดัเมนและเร์นจ์เป็็นสับเซีตของจำานวนจริ์ง และ A เป็็นสับเซีตของโดัเมน

1. f เป็็นฟัังก์ชัินเพัิ�มบนเซีต A ก็ต�อเม่อ สำาหร์ับ x
1
 และ x

2
 ใดั ๆ  ใน A

 ถึ้า x
1
 < x

2
 แล้ว f(x

1
) < f(x

2
)

2. f เป็็นฟัังก์ชัินลดับนเซีต A ก็ต�อเม่อ สำาหร์ับ x
1
 และ x

2
 ใดั ๆ  ใน A

 ถึ้า x
1
 < x

2
 แล้ว f(x

1
) > f(x

2
)
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 4)	 จากี่	s(x)	=	3x
	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	บนช่่วง	(-∞,	0)	ซึ�ง	x1 < x2 < 0

	 	 แสัดงว่า	x1	และ	x2	เป็นจำานวนจรื่งลบ

	 	 จะได้	 x1 < x2 < 0

	 	 	 	 3x1 <	 3x2 < 0

    
3x1
x1x2

 < 
3x2
x1x2

		 เมื�อ	x1x2 > 0

    3
x2

 < 3
x1

    3
x1

 > 3
x2

	 	 ดังนั�น	s(x1) >	s(x2)	นั�นคือ	s	เป็นฟังกี่์ช่ันลดบนช่่วง	(-∞,	0)

	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	บนช่่วง	(0,	∞)	ซึ�ง	x1 > x2 > 0

	 	 แสัดงว่า	x1	และ	x2	เป็นจำานวนจรื่งบวกี่

	 	 จะได้		 x1 > x2 > 0

	 	 	 	 3x1 >	 3x2 > 0

    
3x1
x1x2

 > 
3x2
x1x2

		 เมื�อ	x1x2 > 0

    3
x2

 > 3
x1

    3
x1

 < 3
x2

	 	 ดังนั�น	s(x1) <	s(x2)	นั�นคือ	s	เป็นฟังกี่์ช่ันลดบนช่่วง	(0,	∞)

	 	 ที่ำาให้ได้ว่า	s	เป็นฟังกี่์ช่ันลดบนช่่วง	(-∞,	0)	∪	(0,	∞)

ลองที่ำาดูู

ให้พั่จารืณิาว่าฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลดบนเซติที่่�กี่ำาหนด

1)	 f(x)	=	4	-	3x	บน	RR	 2)	 g(x)	=	1x	บนช่่วง	(-∞,	0)	และ	(0,	∞)

	 จากี่ติัวอย่างที่่�	27	ฟังกี่์ช่ัน	s	ม่	Ds	=	RR	-	{	0	}	แติ่กี่ารืพั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลด	 

จะแยกี่พั่จารืณิา	2	ช่่วง	คือ	(-∞,	0)	และ	(0,	∞)	ซึ�งได้ผู้ลสัรืุปว่า	s	เป็นฟังกี่์ช่ันลดที่ั�งสัองช่่วง	 

แติ่จะไม่สัรืุปว่า	s	เป็นฟังกี่์ช่ันลดในช่่วง	RR	-	{	0	}	ทัี่�งน้�เพัรืาะว่าม่ค่าข้อง	x	บางค้่เกี่่ดข้้อข้ัดแย้ง
กี่ับบที่น่ยามฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลด	เช่่น	x	=	-3	และ	1	ซึ�ง	-3	<	1	แติ่	s(-3)	=	 3-3	=	-1	 
และ	s(1)	=	31	=	3	ซึ�ง	s(-3)	<	s(1)	ซึ�งจะให้ผู้ลสัรืุปว่า	s	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�ม ฟัังก์์ชััน 45

วิิธีีทีำา 1)	 จากี่	f(x)	=	5	-	2x
	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�ง	x1 < x2

	 	 จะได้	 -2x1 > -2x2

	 	 	 	 5	-	2x1 >	 5	-	2x2

	 	 ดังนั�น	f(x1) >	f(x2)	นั�นคือ	f	เป็นฟังกี่์ช่ันลดบน	RR

 2)	 จากี่	g(x)	=	x3	+	1
	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�ง	x1 < x2

	 	 จะได้	 x1
3 < x2

3

    x1
3	+	1	 < x2

3	+	1

	 	 ดังนั�น	g(x1) <	g(x2)	นั�นคือ	g	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มบน	RR

 3)	 จากี่	 h(x)	 =	 x2	-	6x	+	13
	 	 จะได้	 h(x)	 =	 x2	-	6x	+	9	+	4
	 	 	 	 h(x)	 =	 (x	-	3)2	+	4
	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	บนช่่วง	(-∞,	3)	ซึ�ง	x1 < x2 <	3

	 	 แสัดงว่า	x1	และ	x2	ต้ิองน้อยกี่ว่า	3	ที่ำาให้	x1	-	3	และ	x2	-	3	เป็นจำานวนจรืง่ลบ

	 	 จะได้	 x1	-	3	 < x2	-	3	 <	 3	-	3

    x1	-	3	 < x2	-	3	 < 0

	 	 	 	 (x1	-	3)
2 >	 (x2	-	3)

2

	 	 	 	 (x1	-	3)
2	+	4	 >	 (x2	-	3)

2	+	4

	 	 ดังนั�น	h(x1) >	h(x2)	นั�นคือ	h	เป็นฟังกี่์ช่ันลดบนช่่วง	(-∞,	3)

	 	 กี่ำาหนด	x1,	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	บนช่่วง	(3,	∞)	ซึ�ง	3	< x1 < x2

	 	 แสัดงว่า	x1	และ	x2	ติ้องมากี่กี่ว่า	3

	 	 จะได้	 3	-	3	 < x1	-	3	 < x2	-	3

    0 < x1	-	3	 < x2	-	3

	 	 	 	 (x1	-	3)
2 <	 (x2	-	3)

2

	 	 	 	 (x1	-	3)
2	+	4	 <	 (x2	-	3)

2	+	4

	 	 ดังนั�น	h(x1) <	h(x2)	นั�นคือ	h	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มบนช่่วง	(3,	∞)
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2) ฟังกำ์ชิันกำำาลังสัอง (Quadratic Function)

	 	 ฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัอง	หมายถึึง	ฟังกี่์ช่ันที่่�อย้่ในรื้ป	f(x)	=	ax2 + bx	+	c	เมื�อ	a,	b	และ	c	
เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	และ	a	≠	0	ซึ�งม่กี่รืาฟเป็นเสั้นโค้งเปิดข้ึ�นด้านบนและเปิดลงด้านล่าง	ดังรื้ป

	 	 จากี่กี่รืาฟ	จะเหน็วา่	เมื�อ	a	>	0	กี่รืาฟข้องฟงัก์ี่ช่นักี่ำาลงัสัองจะเป็นเสัน้โคง้เปดิขึ้�นดา้นบน	

และเมื�อ	a	<	0	กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัองจะเป็นเสั้นโค้งเปิดลงด้านล่าง

แบบฝกที่ักษะ	 1.3ข
ระดูับพื้นฐาน

ระดูับกลาง

 2.  จากำกำร์าฟของฟงักำช์ินัทีี�กำำาหนดในแตล่ะขอ้ ใหห้าคูา่ของ x ทีี�ทีำาใหเ้ปน็ฟงักำช์ินัเพิั�มและหาคูา่

ของ x ทีี�ทีำาให้เป็นฟังกำ์ชิันลด

	 1)	 2) 

 3.  ให้พัิจาร์ณาวิ่าฟังกำ์ชิันในแต่ละข้อ เป็นฟังกำ์ชิันเพัิ�มหร์่อฟังกำ์ชิันลดบนเซีตทีี�กำำาหนด

	 1)	 f(x)	=	4x	+	1	บนช่่วง	(-∞,	0)	 2)	 f(x)	=	x2	+	4x	+	5	บนช่่วง	(-∞,	-2)

	 3)	 f(x)	=	∙x	-	7∙	บนช่่วง	(8,	15)	 4)	 f(x)	=	1x	บนช่่วง	(-∞,	0)

 1.  จากำกำร์าฟของฟงักำช์ินัทีี�กำำาหนดในแตล่ะข้อ ใหห้าคูา่ของ x ทีี�ทีำาใหเ้ปน็ฟงักำช์ินัเพัิ�มและหาคูา่

ของ x ทีี�ทีำาให้เป็นฟังกำ์ชิันลด

	 1)	 	 2)	 	 3)	
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5.	ฟัังก์์ชัันพัหุนาม	(Polynomial	Function)
	 ฟังกี่์ช่ันพัหุนาม	หมายถึึง	ฟังกี่์ช่ันที่่�อย้่ในรื้ป	 f(x)	=	anx

n	+	an	-	1x
n	-	1	+	an	-	2x

n	-	2 + …

+	a2x
2	+	a1x	+	a0	ซึ�ง	an,	an	-	1,	an	-	2,	…,	a2,	a1,	a0	เปน็คา่คงติวั	และ	n	เปน็จำานวนเติม็ที่่�มากี่กี่วา่ 

หรืือเที่่ากี่ับศ้นย์

	 พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�

	 f(x)	=	x2 + x	-	6	 	 	 	 f(x)	=	3x	-	4
	 f(x)	=	x3	+	3x2 - x	+	1		 	 	 f(x)	=	8
	 f(x)	=	x4	+	1	
	 จะเหน็วา่	ที่กุี่ฟงักี่ช์่นัเปน็ฟงักี่ช์่นัพัหนุามท่ี่�เข้ย่นในรืป้กี่ารืบวกี่เอกี่นามติั�งแติส่ัองเอกี่นามข้ึ�นไป	 

ซึ�งม่เลข้ช่่�กี่ำาลังข้องติัวแปรืเป็นศ้นย์หรืือจำานวนเติ็มบวกี่

 1) ฟังกำ์ชิันเชิิงเสั้น (Linear Function)

	 	 ฟังกี่์ช่ันเช่่งเสั้น	หมายถึึง	ฟังกี่์ช่ันที่่�อย้่ในรื้ป	f(x)	=	a1x1	+	a2x2	+	a3x3 + …	+	anxn  
ซึ�งในรืะดับช่ั�นน้�จะพั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันที่่�เข้่ยนอย้่ในรื้ป	 f(x)	 =	 ax	+	b	 เมื�อ	 a,	 b	 เป็นจำานวนจรื่ง	 
และ	a	≠	0	ซึ�งม่กี่รืาฟเป็นเสั้นติรืง	ดังรื้ป
	 	 ฟังกี่์ช่ันท่ี่�อย้่ในรื้ป	 f(x)	 =	 ax	 +	 b	 เมื�อ	 a	 =	 0	 จะได้	 f(x)	 =	 b	 เรื่ยกี่ฟังกี่์ช่ันน้�ว่า	 
ฟังกำ์ชิันคูงตัวิ (Constant Function)	ซึ�งม่กี่รืาฟเป็นเสั้นติรืงที่่�ข้นานกี่ับแกี่น	X	ดังรื้ป
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กำำาหนดฟังกำ์ชิัน f = { (x, y) ∙∙ y = 2x + 1 } ให้ตร์วิจสัอบวิ่า f -1 เป็นตัวิผกำผันของฟังกำ์ชิันหร์่อ

เป็นฟังกำ์ชิันผกำผัน

วิิธีีทีำา วิิธีีทีี� 1	ใช่้บที่น่ยามข้องฟังกี่์ช่ัน

	 	 	 จากี่ฟังกี่์ช่ัน	 f	 =	 {	(x,	y) ∙	y	=	2x	+	1	}
	 	 	 จะได้	 f -1	=	{	(x,	y)	∙ x	=	2y	+	1	}	หรืือ	f-1	=	{	(x,	y)	∙	y	=	x	-	12  }
	 	 	 ให้	x,	y	และ	z	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�ง	(x,	y)∊f-1	และ	(x,	z)∊f-1

	 	 	 จะได้	y	=	x	-	12 	และ	z	=	x	-	12
	 	 	 ดังนั�น	y	=	z	เสัมอ

	 	 	 นั�นคือ	f-1	เป็นฟังกี่์ช่ัน	หรืือกี่ล่าวว่า	f-1	เป็นฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ันข้อง	f

 วิิธีีทีี� 2	ใช่้ที่ฤษฎี่บที่	1

	 	 	 ให้	x1	และ	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�งที่ำาให้	f(x1)	=	f(x2) 

	 	 	 จากี่	 f(x)	 =	 2x	+	1
	 	 	 จะได้	 2x1	+	1	 =	 2x2	+	1

    x1	 =	 x2

	 	 	 ดังนั�น	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1	และโดยที่ฤษฎี่บที่	1	จะได้ว่า	f-1	เป็นฟังกี่์ช่ัน

ตััวอย่่างที่่�	 28

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนดฟังกี่์ช่ัน	f	=	{	(x,	y)	∙	y	=	3x	+	1	}	ให้ติรืวจสัอบว่า	f-1	เป็นติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ันหรืือ
เป็นฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ัน

 กำาร์หาฟังกำ์ชิันผกำผันของฟังกำ์ชิันทีี�เขียนในร์ูปเซีตแบบบอกำเง่�อนไข

	 	 ถึ้า	 y	 =	 f(x)	 เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง	 แล้วที่ำาให้ติัวผู้กี่ผู้ันข้อง	 y	 =	 f(x)	 เป็นฟังกี่์ช่ัน 
ซึ�งแที่นด้วย	y	=	f-1(x)	เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งด้วย
	 	 ดังนั�น	 Df-1	=	Rf	 และ	 Rf-1	=	Df 

	 	 และ	 (x,	y)∊f	 กี่็ติ่อเมื�อ	 (y,	x)∊f-1

	 	 นั�นคือ	 y	=	f(x)	 กี่็ติ่อเมื�อ	 x	=	f-1(y)
	 	 ซึ�งม่ความหมายเหมือนกี่ับกี่ารืสัลับที่่�ข้อง	x	และ	y	แล้วจัด	y	ในรื้ปข้อง	x	จะได้ฟังกี่์ช่ัน
ผู้กี่ผู้ัน	ดังติัวอย่าง
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1.4	 ฟังก์ชันผกผัน	(Inverse Function)
	 นักี่เรื่ยนได้ศึกี่ษากี่ารืหาตัิวผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพัันธ์์	 และที่รืาบแล้วว่าฟังก์ี่ช่ันเป็นสัับเซติ 

ข้องความสัมัพันัธ์	์ดังนั�น	กี่ารืหาฟงักี่ช์่นัผู้กี่ผัู้นใช่ว้ธ่่์กี่ารืเดย่วกี่บักี่ารืหาติวัผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพันัธ์์

	 พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันและติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	และ	g	ที่่�กี่ำาหนด

	 	 	 f	 =	 {	(1,	5),	(3,	9),	(6,	4)	}

	 ติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	คือ	{	(5,	1),	(9,	3),	(4,	6)	}

	 	 	 g	 =	 {	(1,	5),	(2,	4),	(3,	4)	}

	 ติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	g	คือ	{	(5,	1),	(4,	2),	(4,	3)	}

	 จะเห็นว่า	ติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน	แติ่ติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	g	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน

บทนิิยาม ตัวผกผันของฟัังก์ชัิน f คูือ คูวามสัมพัันธ์์ทีี�เกิดัจากการ์สลับทีี�ของสมาชิิกตัวหน้าและสมาชิิก

ตัวหลังแต�ละคูู�อันดัับ ตัวผกผันของฟัังก์ชัินทีี�เป็็นฟัังก์ชัิน เร์ียกว�า ฟัังก์์ชัันผก์ผัน

ทฤษฎีีบท 1  กำาหนดั f เป็็นฟัังก์ชัิน

    f มีฟัังก์ชัินผกผัน ก็ต�อเม่อ f เป็็นฟัังก์ชัินหน่�งต�อหน่�ง

	 จากี่ที่ฤษฎีบ่ที่	1	ฟงักี่ช์่นัที่่�เปน็ฟงักี่ช์่นัผู้กี่ผู้นั	f	เข้ย่นแที่นดว้ย	f-1	เมื�อใช่ร้ืป้แบบข้องปรืะพัจน์

ที่่�สัมม้ลกี่ันข้อง	p	↔ q ≡	(p	→ q) ∧	(q	→	p)	จะได้ว่า	ถึ้า	f-1	เป็นฟังกี่์ช่ัน	แล้ว	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1	

และถึ้า	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1	แล้ว	f-1	เป็นฟังกี่์ช่ัน

	 กี่ารืติรืวจสัอบว่าติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน	ม่	2	ว่ธ์่	คือ

 วิิธีีทีี� 1	ใช่้บที่น่ยามข้องฟังกี่์ช่ัน	

	 	 	 ให้	(x,	y)	∊	f-1	และ	(x,	z)	∊	f-1 

	 	 	 แล้วแสัดงให้เห็นว่า	y	=	z

 วิิธีีทีี� 2	ใช่้ที่ฤษฎี่บที่	1	โดยแสัดงว่า	f	เป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง

	 	 	 ให้	x1	และ	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�งที่ำาให้	f(x1)	=	f(x2) 

	 	 	 แล้วแสัดงให้เห็นว่า	x1	=	x2

	 ฟังกี่์ช่ันที่่�เป็นฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ันติ้องเป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�ง
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กำำาหนด f(x) = x2 ให้เขียนกำร์าฟของฟังกำ์ชิัน f และตัวิผกำผันของฟังกำ์ชิัน f บนร์ะบบพัิกำัดฉากำ

เดียวิกำัน และให้พัิจาร์ณาวิ่า ตัวิผกำผันของฟังกำ์ชิัน f เป็นฟังกำ์ชิันหร์่อไม่

วิิธีีทีำา หา	f-1(x)	จากี่	f(x)	=	x2	หรืือ	y	=	x2

	 สัลับที่่�รืะหว่าง	x	กี่ับ	y	จะได้
  x	 =	 y2

	 	 y	 =	 		x	หรืือ	-			x
	 ดังนั�น	f-1(x)	=			x	หรืือ	f-1(x)	=	-			x 
	 เข้่ยนกี่รืาฟข้อง	f	และ	f-1	โดยม่เสั้นติรืง	y	=	x	เป็นเสั้นสัะที่้อนได้	ดังน้�

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเหน็ว่า	ถ้ึาลากี่เส้ันติรืงข้นานกี่บัแกี่น	Y	จะติดักี่รืาฟข้อง	f	-1	ได้มากี่กี่ว่า	1	จดุ

	 ดังนั�น	ติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	ไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน
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	 ติ้องแสัดงให้เห็นว่า	f(x)	=	x3	+	1	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1
	 ให้	x1	และ	x2	เป็นจำานวนจรื่งใด	ๆ 	ซึ�งที่ำาให้	f(x1)	=	f(x2)

	 จะได้	 x1
3	+	1	 =	 x2

3	+	1

  x1
3	 =	 x2

3

  x1	 =	 x2

	 สัรืุปได้ว่า	f(x)	=	x3	+	1	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1	จึงม่ฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ัน
	 หา	f-1	(x)	จากี่	f(x)	=	x3	+	1	หรืือ	y	=	x3	+	1
	 สัลับที่่�รืะหว่าง	x	กี่ับ	y	จะได้	
  x	 =	 y3	+	1
	 	 y3	 =	 x	-	1	
	 	 y	 =	 3 x	-	1
	 ดังนั�น	 f-1(x)	 =	 3 x	-	1
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y	=	f-1(x)	=	3 x	-	1

กำำาหนด f(x) = 3x + 4 ให้หา f -1(x)

วิิธีีทีำา จากี่	f(x)	=	3x	+	4	หรืือ	y	=	3x	+	4	เป็นฟังกี่์ช่ัน	1-1
	 ดังนั�น	f-1(x)	เป็นฟังกี่์ช่ัน
	 หา	f-1(x)	โดยสัลับที่่�รืะหว่าง	x	กี่ับ	y	จะได้	x	=	3y	+	4
	 เข้่ยนสัมกี่ารืในรื้ป	y	=	f-1(x)
	 จะได้	 3y	 =	 x	-	4
	 	 	 y	 =	 x	-	43
	 ดังนั�น	 f-1(x)	 =	 x	-	43
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กี่ำาหนด	f(x)	=	3x2 	+	1	ให้หา	f
-1(x)

กำำาหนด f(x) = x3 + 1 ให้เขียนกำร์าฟของฟังกำ์ชิัน f และตัวิผกำผันของฟังกำ์ชิัน f บนร์ะบบ

พัิกำัดฉากำเดียวิกำัน และแสัดงให้เห็นวิ่าตัวิผกำผันของฟังกำ์ชิัน f เป็นฟังกำ์ชิัน 

วิิธีีทีำา 

ตััวอย่่างที่่�	 30

	 นักี่เรื่ยนที่รืาบมาแล้วว่าฟังกี่์ช่ันเป็นสัับเซติข้องความสััมพัันธ์์	 และกี่รืาฟข้องความสััมพัันธ์์

กี่ับกี่รืาฟข้องตัิวผู้กี่ผัู้นข้องความสััมพัันธ์์สัมมาติรืกัี่นโดยม่เส้ันติรืง	 y	 =	 x	 เป็นแกี่นสัมมาติรื 
ในที่ำานองเด่ยวกี่ัน	 กี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันและกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ัน	 จะม่เสั้น	 y	 =	 x	 เป็นแกี่น
สัมมาติรื	ดังติัวอย่าง

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	กี่รืาฟข้อง	 f	และ	 f-1	สัมมาติรืกี่ัน	 โดยม่เสั้นติรืง	y	=	x	 เป็น 
แกี่นสัมมาติรื

	 	ซึ�งกี่ล่าวได้ว่า	กี่รืาฟข้อง	f-1	เป็นภาพัที่่�เกี่่ดจากี่กี่ารืสัะที่้อนกี่รืาฟข้อง	f	โดยม่เสั้นติรืง	

y	=	x	เป็นเสั้นสัะที่้อน50



1.5	 การดูำาเนินการของฟังก์ชัน	(Function Operation)

	 นักี่เรื่ยนที่รืาบมาแล้วว่า	กี่ารืบวกี่	กี่ารืลบ	กี่ารืค้ณิ	และกี่ารืหารื	เป็นกี่ารืดำาเน่นกี่ารืเบื�องติ้น 

ข้องจำานวนสัองจำานวน	และฟังกี่์ช่ันเป็นเซติข้องค้่อันดับข้องจำานวนจรื่ง	ดังนั�น	นักี่เรื่ยนสัามารืถึ 

นำาฟังกี่์ช่ันติั�งแต่ิสัองฟังกี่์ช่ันข้ึ�นไปมา	 บวกี่	 ลบ	 ค้ณิ	 และหารืกัี่น	 โดยเรื่ยกี่ฟังกี่์ช่ันท่ี่�ได้จากี่ 

กี่ารืดำาเน่นกี่ารืน้�ว่า	พัีชิคูณิตของฟังกำ์ชิัน	(Algebra of Function)	ซึ�งม่บที่น่ยาม	ดังน้�

บทนิิยาม กำาหนดั f และ g เป็็นฟัังก์ชิันทีี�มีโดัเมนและเร์นจ์เป็็นสับเซีตของจำานวนจร์ิง ผลบวก (sum) 

ผลต�าง (difference) ผลคููณ (product) และผลหาร์ (quotient) ของฟัังก์ชัินกำาหนดัโดัย

  (f + g)(x) = f(x) + g(x) เม่อ x∊D
f
 ∩ D

g

  (f - g)(x) = f(x) - g(x) เม่อ x∊D
f
 ∩ D

g

  (f • g)(x) = f(x) • g(x)  เม่อ x∊D
f
 ∩ D

g

  ( fg)(x) = 
f(x)
g(x) เม่อ x∊D

f
 ∩ D

g
 และ g(x) ≠ 0

	 จากี่บที่น่ยาม	นักี่เรื่ยนจะเห็นว่า

	 1.	 โดเมนข้อง	f	+	g,	f	-	g	และ	f	•	g	คือ	อ่นเติอรื์เซกี่ช่ันข้องโดเมนข้องฟังกี่์ช่ันที่ั�งสัอง

	 2.	 โดเมนข้อง	 fg	คือ	อ่นเติอรื์เซกี่ช่ันข้องโดเมนข้องฟังกี่์ช่ันที่ั�งสัอง	โดยที่่�ฟังกี่์ช่ัน	g(x) ≠ 0

กำำาหนด f = { (1, 6), (2, 9), (3, 8), (4, 7), (5, 3) }

และ g = { (1, 2), (2, 3), (3, 5), (4, 0), (8, 2), (6, 4) }

ให้หา f + g, (f + g)(1), f - g, (f - g)(2), f • g, (f • g)(3), fg  และ (( fg))(1)
วิิธีีทีำา จากี่	 f	 =	 {	(1,	6),	(2,	9),	(3,	8),	(4,	7),	(5,	3)	}

	 	 	 g	 =	 {	(1,	2),	(2,	3),	(3,	5),	(4,	0),	(8,	2),	(6,	4)	}

	 จะได้	 Df	 =	 {	1,	2,	3,	4,	5	}	และ	Dg	=	{	1,	2,	3,	4,	6,	8	}

	 โดเมนข้อง	f	+	g,	f	-	g	และ	f	•	g	คือ	Df ∩ Dg	=	{	1,	2,	3,	4	}

	 จะได้	 f	+	g	 =	 {	(1,	6	+	2),	(2,	9	+	3),	(3,	8	+	5),	(4,	7	+	0)	}

	 	 	 	 =	 {	(1,	8),	(2,	12),	(3,	13),	(4,	7)	}

	 และ	 (f	+	g)(1)	 =	 f(1)	+	g(1)	=	6	+	2	=	8	

	 จะได้	 f	-	g	 =	 {	(1,	6	-	2),	(2,	9	-	3),	(3,	8	-	5),	(4,	7	-	0)	}

	 	 	 	 =	 {	(1,	4),	(2,	6),	(3,	3),	(4,	7)	}
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กี่ำาหนด	 f(x)	 =	 x3	 +	 2	 ให้เข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ัน	 f	 และติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	 f	 บนรืะบบ
พั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ัน	และแสัดงให้เห็นว่าติัวผู้กี่ผู้ันข้องฟังกี่์ช่ัน	f	เป็นฟังกี่์ช่ัน

แบบฝกที่ักษะ 1.4
ระดูับพ้ืนฐาน

 1. ให้หา f -1 พัร์้อมทีั�ง Df -1 และ Rf -1

	 1)	 f	=	{	(1,	3),	(2,	0),	(3,	2),	(6,	5),	(8,	1)	}	 2)	 f	=	{	(1,	2),	(2,	4),	(3,	1),	(4,	6),	(5,	3)	}

 2. ให้หา f -1(x) พัร์้อมทีั�ง Df -1 และ Rf -1

	 1)	 f(x)	=	3x	+	2		 2)	 f(x)	=	 1
x	-	3

	 3)	 f(x)	=				x	-	3	 4)	 f(x)	=	x2	-	1,	x ≥ 0

 3. กำำาหนด f(x) = 2x - 5 ให้หา f -1(x)

 4. กำำาหนด f(x) =   x3 ให้หา f -1(x)

 5. ให้เขียนกำร์าฟของ f และตัวิผกำผันของ f เม่�อกำำาหนดฟังกำ์ชิันต่อไปน้�

	 1)	 f(x)	=	2x	+	5		 2)	 f(x)	=	12 x + 2
	 3)	 f(x)	=	x2,	x ≥	0		 4)	 f(x)	=	∙x∙	-	1

 6. กำำาหนด f(x) = x2 - 9 ให้ตร์วิจสัอบวิ่า f มีฟังกำ์ชิันผกำผันหร์่อไม่

ระดูับกลาง

 7.  กำำาหนด f(2x - 1) = 3x + 2 ให้หา f(x) และ f -1(x)

 8. กำำาหนด f(x) = 
x2 - 4 เม่�อ 2 < x < 10

   2x - 10 เม่�อ 0 ≤ x ≤ 2 และ f -1(x) เป็นฟังกำ์ชิันผกำผันของฟังกำ์ชิัน f(x)
  ให้หา f -1(x)

ระดูับที่้าที่าย่

 9. กำำาหนด f(x) = x + 2 และ g(x) = 3x + 1 ให้หา f -1(x) และ g-1(x)

 10. กำำาหนด f -1(3x - 2) = x - 1 ให้หา f(x)

52



-1-2-3 10 2 3 4 5

[-1,	3]
[-2,	2]

-4

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	 f	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	2x	+	1	}
และ	 g	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x	+	3	}
1)	 ให้หา	(f	+	g)(x),	(f	-	g)(x),	(f	•	g)(x)	และ	( fg)(x)	พัรื้อมที่ั�งหาโดเมนข้องแติ่ละฟังกี่์ช่ัน	
2)	 ให้หา	(f	+	g)(1),	(f	-	g)(2),	(f	•	g)(0)	และ	( fg)(-2)

กำำาหนด f = { (x, y) ∙∙ y = x + 2 และ x∊∊[ -1, 3 ] }

และ g = { (x, y) ∙∙ y = 2x - 1 และ x∊∊[ -2, 2 ] }

ให้หา f + g พัร์้อมทีั�งหาโดเมนและเร์นจ์ของ f + g และเขียนกำร์าฟของ f, g และ f + g

วิิธีีทีำา จากี่	 f(x)	 =	 x	+	2	 เมื�อ	x∊[	-1,	3	]

	 และ	 g(x)	 =	 2x	-	1	เมื�อ	x∊[	-2,	2	]

	 จะได้	Df	=	[	-1,	3	]	และ	Dg	=	[	-2,	2	]

	 เข้่ยนแสัดงโดยใช่้เสั้นจำานวนได้	ดังน้�

	 ดังนั�น	Df	+	g	=	Df ∩	Dg	=	[ -1,	2 ]
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	 	 (f	+	g)(x)	 =	 f(x)	+	g(x)	 =	 (3x	+	1)	+	(x	+	2)	 =	 4x	+	3,	x∊RR
	 	 	(f	-	g)(x)	 =	 f(x)	-	g(x)	 =	 (3x	+	1)	-	(x	+	2)	 =	 2x	-	1,	x∊RR
	 	 	 (f	•	g)(x)	 =	 f(x) •	g(x)	 =	 (3x	+	1)(x	+	2)	 =	 3x2	+	7x	+	2,	x∊RR

   ( fg)(x)	 =	 f(x)
g(x)	 =	 3x	+	1x + 2 	เมื�อ	x ≠ -2

 2)	 (f	+	g)(1)	 =	 4(1)	+	3	=	7

	 	 	(f	-	g)(2)	 =	 2(2)	-	1	=	3	

	 	 	 (f	•	g)(3)	 =	 3(32)	+	7(3)	+	2	=	50

   ( fg)(3)	 =	 3(3)	+	13	+	2 	=	2
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	 และ	 (f	-	g)(2)	 =	 f(2)	-	g(2)	=	9	-	3	=	6

	 จะได้	 f	•	g	 =	 {	(1,	6	×	2),	(2,	9	×	3),	(3,	8	×	5),	(4,	7	× 0) }

	 	 	 	 =	 {	(1,	12),	(2,	27),	(3,	40),	(4,	0)	}

	 และ	 (f	•	g)(3)	 =	 f(3)	•	g(3)	=	8	×	5	=	40

	 โดเมนข้อง	 fg	คือ	{	x ∙ x ∊	Df ∩	Dg	และ	g(x) ≠ 0 }

	 เน่�องจากี่	g(x)	=	0	เมื�อ	x	=	4
	 จะได้	 Df

g
		=	 Df ∩	Dg	-	{	4	}

	 	 	 	 =	 {	1,	2,	3,	4	}	-	{	4	}	=	{	1,	2,	3	}

	 ดังนั�น	 f
g	 =	 { (1,	62),	(2,	

9
3),	(3,	

8
5) }

	 	 	 	 =	 {	(1,	3),	(2,	3),	(3,	85) }
	 และ	 ( fg)(1)	 =	

f(1)
g(1)	=	

6
2		=	3

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	 f	 =	 {	(0,	1),	(1,	-1),	(2,	0),	(3,	2),	(4,	-2),	(5,	1),	(6,	-4)	}

และ	 g	 =	 {	(0,	3),	(2,	1),	(4,	5),	(6,	8),	(7,	-3),	(8,	2)	}

ให้หา	f	+	g,	(f	+	g)(1),	f	-	g,	(f	-	g)(2),	f	•	g,	(f	•	g)(3),	 fg	และ	(
f
g)(1)

กำำาหนด f = { (x, y) ∙ ∙ y = 3x + 1 }
และ g = { (x, y) ∙ ∙ y = x + 2 }
1)	 ให้หา	(f	+	g)(x),	(f	-	g)(x),	(f	•	g)(x)	และ	( fg)(x)	พัรื้อมที่ั�งหาโดเมนข้องแติ่ละฟังกี่์ช่ัน
2)	 ให้หา	(f	+	g)(1),	(f	-	g)(2),	(f	•	g)(3)	และ	( fg)(3)
วิิธีีทีำา 1)	 จากี่	 f	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	3x	+	1	}
	 	 และ	 g	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x + 2 }
	 	 โดเมนข้อง	f	คือ	RR	และโดเมนข้อง	g	คือ	RR
	 	 โดเมนข้อง	f	+	g,	f	-	g	และ	f	•	g	คือ	Df ∩	Dg	=	RR
	 	 โดเมนข้อง	 fg	คือ	{	x ∙ x∊Df ∩	Dg	และ	g(x) ≠	0	}	=	RR	-	{	-2	}
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	 	(f	-	g)(x)	 =	 f(x)	-	g(x)	 ,	x∊[-1,	3]

	 	 	 =	 (4x	-	2)	-	(-2x)	 ,	x∊[-1,	3]

	 	 	 =	 6x	-	2	 ,	x∊[-1,	3]

	 	 (f	•	g)(x)	 =	 f(x) •	g(x)	 ,	x∊[-1,	3]

	 	 	 =	 (4x	-	2)(-2x)	 ,	x∊[-1,	3]

	 	 	 =	 -8x2	+	4x	 ,	x∊[-1,	3]

	 โดเมนข้อง	 fg	คือ	{	x ∙ x ∊	Df ∩	Dg	และ	g(x) ≠ 0 }

	 เน่�องจากี่	g(x)	=	0	เมื�อ	x	=	0
	 จะได้	 Df

g
	 =	 Df ∩	Dg	-	{	0	}

	 	 	 	 =	 [-1,	3]	-	{	0	}

	 	 	 	 =	 [-1,	0)	∪	(0,	3]	

   ( fg)(x)	 =	 f(x)
g(x)

	 	 	 	 =	 4x - 2-2x 	=	-2	+	1x	,	x∊[-1,	0)	∪	(0,	3]
	 หา	Rf	+	g

	 เน่�องจากี่	โดเมนข้อง	f	+	g	เป็นสัับเซติข้องจำานวนจรื่ง	ดังนั�นจึงติ้องหาเรืนจ์

	 โดยใช่้ค่าข้องโดเมน	x∊[-1,	3]	ดังน้�

	 จากี่	 -1	 ≤ x ≤	 3	 ติ้องหาค่าข้อง	2x - 2
	 นำา	2	ค้ณิที่ั�งอสัมกี่ารื	จะได้

   -2 ≤ 2x ≤	 6

	 บวกี่อสัมกี่ารืด้วย	-2	จะได้

   -2 - 2 ≤ 2x - 2 ≤	 6	-	2

	 	 	 -4	 ≤ 2x - 2 ≤	 4

	 	 	 -4	 ≤	 y	 ≤	 4

	 ดังนั�น	Rf	+	g	=	{	y	∙	-4	≤	y	≤	4	}	หรืือ	Rf	+	g	=	[-4,	4]

	 หา	Rf	+	g

	 เน่�องจากี่	โดเมนข้อง	f	-	g	เป็นสัับเซติข้องจำานวนจรื่ง	ดังนั�นจึงติ้องหาเรืนจ์

	 โดยใช่้ค่าข้องโดเมน	x∊[-1,	3]	ดังน้�

	 จากี่	 -1	 ≤ x ≤	 3	 ติ้องหาค่าข้อง	6x - 2
	 นำา	6	ค้ณิที่ั�งอสัมกี่ารื	จะได้

	 	 	 -6	 ≤	 6x ≤	 18

	 บวกี่อสัมกี่ารืด้วย	-2	จะได้ ฟัังก์์ชััน 57
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	 	 (f	+	g)(x)	 =	 f(x)	+	g(x)	 ,	x∊[	-1,	2	]

	 	 	 	 =	 (x	+	2)	+	(2x	-	1)	,	x∊[	-1,	2	]

	 	 	 	 =	 3x	+	1	 ,	x∊[	-1,	2	]

	 เข้่ยนกี่รืาฟข้อง	f,	g	และ	f	+	g	ได้	ดังน้�

	 จากี่กี่รืาฟ	จะเห็นว่า	 Df	+	g	 =	 [	-1,	2	]

	 	 	 	 Rf	+	g	 =	 [	-2,	7	]

กำำาหนด f = { (x, y) ∙ ∙ y = 4x - 2 และ x ∊∊ [-2, 3] }

และ g = { (x, y) ∙ ∙ y = -2x และ x ∊∊ [-1, 5] }

ให้หา (f + g)(x), (f - g)(x), (f • g)(x) และ (( fg))(x) พัร์้อมทีั�งหาเร์นจ์ของแต่ละฟังกำ์ชิัน

วิิธีีทีำา จากี่	 f(x)	 =	 4x	-	2	 เมื�อ	x∊[-2,	3]

	 และ	 g(x)	 =	 -2x	 เมื�อ	x∊[-1,	5]

	 จะได้	Df	=	[-2,	3]	และ	Dg	=	[-1,	5]

	 เข้่ยนแสัดงโดยใช่้เสั้นจำานวนได้	ดังน้�

-1-2 10 2 3 4 5

[-1,	5]
[-2,	3]

-3

	 ดังนั�น	Df ∩	Dg	=	[-1,	3]

	 โดเมนข้อง	f	+	g,	f	-	g	และ	f	•	g	คือ	Df ∩	Dg	=	[-1,	3]

	 	(f	+	g)(x)	 =	 f(x)	+	g(x)	 ,	x ∊	[-1,	3]	

	 	 	 =	 (4x	-	2)	+	(-2x)	,	x ∊	[-1,	3]	

	 	 	 =	 2x	-	2	 ,	x ∊	[-1,	3]	
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แนวขอสอบ A-Level

กําหนด f(x) = x - 2 และ g(x) =   x2 - 5x + 6 ใหหา Df
g

แนวคิด จาก  Df = RR และ Dg = (-∞, 2] ∪ [3, ∞)

 จะได  Df ∩ Dg = (-∞, 2] ∪ [3, ∞) 

 จาก  ( fg)(x) = f(x)g(x) เมื่อ x∊Df ∩ Dg และ g(x) ≠ 0

 ซึ�ง   g(x) ≠ 0 เมื่อ x ≠ 2 หรือ 3

 ดังนั้น  D f
g
 = (-∞, 2) ∪ (3, ∞)

แบบฝกทักษะ 1.5
ระดับพื้นฐาน

ระดับทาทาย

 1.  กําหนด f = { (1, 3), (2, 5), (3, 0), (4, 8), (5, 9) } และ g = { (1, 4), (2, 1), (3, 2), (4, 0) }

  ใหหา f + g, f - g, f • g, fg , 
g
f  และ f + 2g

 2. ใหหา Df + g เมื่อกําหนดฟงกชัน f(x) และ g(x) ดังตอไปน�้

 1) f(x) = 3x + 1 และ g(x) = x2 - 1 2) f(x) = 1
x - 2 และ g(x) = 

1
�x� - 1

 3. ใหหา Df
g
 เมื่อกําหนดฟงกชัน f(x) และ g(x) ดังตอไปน�้

 1) f(x) = x3 - 2 และ g(x) = x - 3 2) f(x) =   x + 1 และ g(x) = x - 1

ระดับกลาง

 4.  กําหนด f = { (x, y) �� y = 2x + 1 เมือ่ x∊∊(0, 4] } และ g = { (x, y) �� y = x2 เมือ่ x∊∊[1, 6) }

  ใหหา (f • g)(x) และเรนจของ f • g

 5.  ใหหา f + gh  และโดเมนของ f + gh  จากฟงกชัน f = { (x, y)∊∊ZZ × ZZ �� y = x2 },

  g = { (x, y) �� y = 3x + 2 } และ h = { (x, y)∊∊RR+ × RR+ �� y = x + 2 }
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	 	 	 -6	-	2	 ≤	 6x - 2 ≤	 18	-	2

	 	 	 -8	 ≤	 6x - 2 ≤	 16

	 	 	 -8	 ≤	 y	 ≤	 16

	 ดังนั�น	Rf	-	g	=	{	y	∙	-8	≤	y	≤	16	}	หรืือ	Rf	-	g	=	[-8,	16]

	 หา	Rf	• g	โดยจัดรื้ป	(f	•	g)(x)	=	-8x
2	+	4x	ให้อย้่ในรื้ปกี่ำาลังสัองสัมบ้รืณิ์	ดังน้�

	 จากี่	 (f	•	g)(x)	 =	 -8x2	+	4x	 ,	x∊	[-1,	3]

	 	 	 	 =	 -8(x2 - 12x + 
1
16) + 

1
2	 ,	x∊	[-1,	3]

	 	 	 	 =	 -8(x - 14)
2
 + 12	 ,	x∊	[-1,	3]

	 จะเห็นว่า	(f	•	g)(x)	ม่ค่ามากี่ที่่�สัุด	คือ	12	เมื�อ	x	=	
1
4	และม่ค่าลดลง	เมื�อ	x∊[-1,	3]

	 พั่จารืณิา	เมื�อ	x	=	-1	จะได้	(f	•	g)(-1)	=	-8(-1	-	14)
2
 + 12	=	-12

	 และเมื�อ	x	=	3	จะได้	(f	•	g)(3)	=	-8(3	-	14)
2 + 12	=	-60

	 ดังนั�น	Rf	• g	=		[-60,	12]
	 หา	Rf

g
	โดยพั่จารืณิาจากี่กี่รืาฟ

	 จากี่	( fg)(x)	=	-2	+	1x	,	x∊[-1,	0)	∪	(0,	3]

	 ซึ�งเข้่ยนกี่รืาฟได้	ดังน้�

	 ดังนั�น	Rf
g
	=	(-∞,	-3]	∪ [- 53,	∞)

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	 f	 =	 {	(x,	y)  ∙ ∙ y	=	3x	+	5	และ	x∊[-1,	4]	}

และ	 g	 =	 {	(x,	y)  ∙ ∙ y	=	2x	และ	x∊[-3,	2]	}

ให้หา	(f	+	g)(x),	(f	-	g)(x),	(f	•	g)(x)	และ	( fg)(x)	พัรื้อมที่ั�งหาเรืนจ์ข้องแติ่ละฟังกี่์ช่ัน
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนดแผู้นภาพัฟังกี่์ช่ัน	f	และ	g	ให้หาฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบ	g◦f

วิิธีีทีำา จากี่แผู้นภาพั	เข้่ยนโดเมนและเรืนจ์ข้อง	f	และ	g	ดังน้�

	 Df	=	{	1,	2,	3,	4	}	 และ	Rf	=	{	5,	8,	11,	14	}

	 Dg	=	{	-1,	-2,	5,	8,	11	}	 และ	Rg	=	{	5,	7,	-7,	-13,	-19	}

	 	จะได้	Rf ∩	Dg	=	{	5,	8,	11	}	จึงม่ฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบ	g◦f	โดยม่สัมาช่่กี่	5,	8	และ	11	

เป็นติัวถึ่ายที่อด

	 จากี่	 (1,	5)∊f	 และ	(5,	-7)∊g	 จะได้	(g◦f)(1)	=	-7

	 	 	 (2,	8)∊f	 และ	(8,	-13)∊g	 จะได้	(g◦f)(2)	=	-13

	 	 	 (3,	11)∊f	 และ	(11,	-19)∊g	 จะได้	(g◦f)(3)	=	-19

	 ดังนั�น	g◦f	=	{	(1,	-7),	(2,	-13),	(3,	-19)	}

กำำาหนด f = { (1, 3), (2, 5), (4, 8), (6, 9) } และ g = { (3, a), (5, b), (7, c), (9, d) }

ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g (ถ้ามี)

วิิธีีทีำา จากี่	 Df	 =	 {	1,	2,	4,	6	}	และ	Rf	 =	 {	3,	5,	8,	9	}

	 	 	 Dg	=	 {	3,	5,	7,	9	}	และ	Rg	 =	 {	a,	b,	c,	d	}

	 เน่�องจากี่	Rf ∩	Dg	=	{	3,	5,	9	}	ดังนั�น	จึงม่ฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบ	g◦f

	 โดยม่สัมาช่่กี่	3,	5	และ	9	เป็นติัวถึ่ายที่อด

	 จากี่	 (1,	3)∊f	และ	(3,	a)∊g	จะได้	(g◦f)(1)	=	a

	 	 	 (2,	5)∊f	และ	(5,	b)∊g	จะได้	(g◦f)(2)	=	b

	 	 	 (6,	9)∊f	และ	(9,	d)∊g	จะได้	(g◦f)(6)	=	d

	 ดังนั�น	g◦f	=	{	(1,	a),	(2,	b),	(6,	d)	}

	 เน่�องจากี่	Rg ∩	Df	=	∅	ดังนั�น	จึงไม่ม่ฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบ	f◦g
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	 โดยที่ั�วไป
 g◦f	≠	f◦g
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1.6	 ฟังก์ชันประกอบ	(Composite Function)

	 โดยที่ั�วไปกี่ารืผู้ล่ติบรืรืจุภัณิฑ์์ม่ข้ั�นติอนหลายข้ั�นติอน	 แติ่ละข้ั�นติอนจำาเป็นติ้องใช่้เครืื�องจักี่รื 

ซึ�งผู้ล่ติช่่�นงานที่่�แติกี่ติ่างกี่ัน	 งานที่่�ได้จากี่เครืื�องจักี่รืหนึ�งติ้องนำาไปเป็นวัติถึุด่บป้อนให้อ่กี่ 

เครืื�องจกัี่รืหนึ�ง	ดำาเนน่กี่ารืต่ิอเน่�องอย่างน้�ไปเรืื�อย	ๆ 	จนกี่ว่าช่่�นงานจะเสัรืจ็สัมบร้ืณ์ิ	เรืย่กี่กี่รืะบวนกี่ารื

ผู้ลต่ิน้�ว่า	กำร์ะบวินกำาร์ถ่ายทีอด	และอาจใช่้ฟังกี่์ช่ันเป็นแบบจำาลองได้	ดังน้�

	 ให้	x	 เป็นวัติถึุด่บข้องเครืื�องจักี่รื	A	และ	A(x)	เป็นผู้ลผู้ล่ติจากี่เครืื�องจักี่รื	A	
	 	 B	 	เปน็เครืื�องจกัี่รืที่่�ติอ้งใช้่วตัิถุึดบ่จากี่เครืื�องจกัี่รื	A	คือ	A(x)	และผู้ลผู้ล่ติจากี่เครืื�องจกัี่รื	B	 

เข้ย่นแที่นดว้ย	B(A(x))	ซึ�งเปน็กี่รืะบวนกี่ารืถึา่ยที่อดจากี่เครืื�องจกัี่รื	A	ไปยงัเครืื�องจกัี่รื	B	 
เมื�อเข้ย่นเป็นแบบจำาลองที่างคณ่ิติศาสัติร์ืให้ฟงัก์ี่ช่นั	f	แที่นเครืื�องจักี่รื	A	และฟังก์ี่ช่นั	g	 

แที่นเครืื�องจักี่รื	B	จะได้ว่า

	 	 	 f(x)	แที่นผู้ลผู้ล่ติจากี่เครืื�องจักี่รื	A	ซึ�งม่	x	เป็นวัติถึุด่บ
	 	 	 g(x)	แที่นผู้ลผู้ล่ติจากี่เครืื�องจักี่รื	B	ซึ�งม่	f(x)	เป็นวัติถึุด่บ
	 เรื่ยกี่	g(f(x))	ว่า	ฟังกำ์ชิันปร์ะกำอบ	โดยม่บที่น่ยาม	ดังน้�

บทนิิยาม กำาหนดั f และ g เป็็นฟัังก์ชัินทีี�มีโดัเมนและเร์นจ์เป็็นสับเซีตของจำานวนจร์ิง ฟัังก์ชัินป็ร์ะกอบ

ของ f และ g เขียนแทีนดั้วย g◦f คูือ ฟัังก์ชัินทีี�กำาหนดัโดัเมนโดัย

D
g◦f

 = { x∊D
f
 ∙ f(x)∊D

g
 }

และกำาหนดั g◦f โดัย (g◦f)(x) = g(f(x)) สำาหรั์บทีุก x ใน D
g◦f

	 จากี่บที่น่ยาม	x∊Df	และ	f(x)∊Dg	จะได้ว่า	Rf ∩	Dg ≠ ∅,	Dg◦f ⊂	Df	และ	Rg◦f ⊂	Rg

ฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบ	f◦g	คือ	ฟังกี่์ช่ันที่่�กี่ำาหนดโดเมนโดย	Df◦g	=	{	x∊Dg ∙	g(x)∊Df }

กำำาหนดแผนภาพัของฟังกำ์ชิัน f และ g ให้หาฟังกำ์ชิันปร์ะกำอบ g◦◦f
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f(x)	=	2x	และ	g(x)	=	3x	+	1	ให้หาฟังกี่์ช่ัน	g◦f	และ	f◦g	พัรื้อมที่ั�งโดเมนและเรืนจ์

ข้องฟังกี่์ช่ันปรืะกี่อบที่ั�งสัอง

กำำาหนด f(x) = 3x + 1 ให้หา

1)	 (f◦f-1)(x) 2)	 (f-1◦f)(x)

วิิธีีทีำา จากี่	 f(x)	 =	 3x	+	1	 ……➀
	 จะได้	 f-1(3x	+	1)	 =	 x
	 ให้	 	 3x	+	1	 =	 k
	 จะได้	 x	 =	 k	-	13

	 ดังนั�น	 f-1(k)	 =	 k	-	13

	 หรืือ	 f-1(x)	 =	 x	-	13  ……➁

 1)	 (f◦f-1)(x)	=	f(f-1(x))
	 	 จากี่	➁	จะได้	 f(f-1(x))	 =	 f	(x	-	13 )
	 	 จากี่	➀	จะได้	 f	(x	-	13 )	 =	 3	(x	-	13 )	+	1	=	x
	 	 ดังนั�น	(f◦f-1)(x)	=	x	เมื�อ	x∊RR

 2)	 (f-1◦f)(x)	=	f-1(f(x))
	 	 จากี่	➀	จะได้	 f-1(f(x))	 =	 f-1(3x	+	1)

	 	 จากี่	➁	จะได้	 f-1(3x	+	1)	 =	 (3x	+	1)	-	13 	=	x

	 	 ดังนั�น	(f-1◦f)(x)	=	x	เมื�อ	x∊RR
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f(x)	=	2x	+	3	ให้หา	(f◦f-1)(x)	และ	(f-1◦f)(x)
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แนะแนวคิดู

ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	f	=	{	(1, 3),	(2, 5),	(3, 8) }	และ	g	=	{ (3, 0),	(5, 4),	(6, 8)	}

ให้หาฟังกี่์ช่ัน	g◦f	และ	f◦g	(ถึ้าม่)

กำำาหนด f(x) = x2 - 2 และ g(x) = x + 1 ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g พัร์้อมทีั�งโดเมนและ

เร์นจ์ของฟังกำ์ชิันปร์ะกำอบทีั�งสัอง

วิิธีีทีำา จากี่	 Df	 =	 RR	และ	 Rf	 =	 [-2,	∞)

	 	 Dg	 =	 RR	และ	 Rg	 =	 RR
	 เน่�องจากี่	 Rf ∩	Dg	 =	 [-2,	∞)	 จึงม่	g◦f

	 และ	 	 Rg ∩	Df	 =	 RR	 	 จึงม่	f◦g

	 จากี่	 	 (g◦f)(x)	 =	 g(f(x))
	 	 	 	 	 =	 g(x2 - 2)

	 	 	 	 	 =	 (x2	-	2)	+	1	=	x2	-	1

	 ดังนั�น	 	 g◦f	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x2	-	1	}

	 จะได้	 	 Dg◦f	 =	 {	x∊Df ∙	f(x) ∊	Dg }

	 	 	 	 	 =	 {	x∊RR ∙	f(x)∊RR	}	=	RR
	 หา	Rg◦f	จากี่	 (g◦f)(x)	 =	 x2	-	1,	x∊RR	จะได้	x2 ≥ 0

    x2	+	(-1)	 ≥	 0	+	(-1)

    x2	-	1	 ≥	 -1

	 ดังนั�น	Rg◦f	=	[-1,	∞)

	 จากี่	 	 (f◦g)(x)	 =	 f(g(x))
	 	 	 	 	 =	 f(x	+	1)	=	(x	+	1)2 - 2
	 ดังนั�น	 	 f◦g	 =	 {	(x,	y)	∙	y	=	x2 + 2x	-	1	}
	 จะได้	 	 Df◦g =	 {	x∊Dg ∙	g(x)∊Df }

	 	 	 	 	 =	 {	x∊RR ∙	g(x)∊RR	}	=	RR
	 หา	Rf◦g	จากี่	 (f◦g)(x)	 =	 (x	+	1)2	-	2,	x∊RR	จะได้	(x	+	1)2 ≥ 0

	 	 	 	(x	+	1)2	+	(-2)	 ≥	 0	+	(-2)

	 	 	 	 (x	+	1)2 - 2 ≥ -2

	 ดังนั�น	 Rf◦g	=	[-2,	∞)
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ขั้้�นตอนการหา Dg◦◦f
1. หา Rf และ Dg
2. หา Rf ∩∩ Dg
 1) ถ้้า Rf ∩∩ Dg = ∅∅
  แล้วไม่่เกดิ (g◦f)(x)
 2) ถ้้า Rf ∩∩ Dg ≠ ∅∅
  แล้วเกิด (g◦f)(x)
3. หาเซตขั้อง x ที่่�
 f(x)∊∊Rf ∩∩ Dg ซ่�งจะได้
 Dg◦◦f คืือ เซตขั้อง x

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�  

	 โดยที่ั�วไป
	 Rg◦f ≠	Rf◦g
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แบบฝกที่ักษะ 1.6
ระดูับพื้นฐาน

 1. กำำาหนด f = { (1, a), (2, b), (3, b), (4, c), (5, d) }

  และ g = { (a, 3), (b, 5), (c, 4), (e, 6) }

  ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g พัร์้อมเขียนแผนภาพัปร์ะกำอบ

 2. กำำาหนด f = {(1, 3), (2, 5), (4, 8), (6, 9)}

  และ g = {(3, a), (5, b), (7, c), (9, d)}

  ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g (ถ้ามี)

	 1)	 (g◦f)(1),	(g◦f)(2),	(g◦f)(6)	 2)	 (f◦g)(3)

 3.  กำำาหนด f(x) = x2 และ g(x) = x3 + 1 ให้หาฟังกำ์ชิัน g◦◦f และ f◦◦g พัร์้อมทีั�งโดเมนและเร์นจ์

ของฟังกำ์ชิันปร์ะกำอบทีั�งสัอง

 4. กำำาหนด (f◦◦g)(x) = -x และ f(x) = 3x ให้หา g(x)

ระดูับกลาง

 5. กำำาหนด f(x) = x, g(x) = 3x + 7 และ h(x) = x2 ให้หา (f◦◦g◦◦h)(x)

 6. กำำาหนด f(x) = x2 - 3x + 1, g(x) = x + 2 และ h(x) = 2x + 1 ให้หา (f◦◦g◦◦h)(x)

 7. กำำาหนด f(x) = 2x
x - 3  และ g(x) =   x + 2 ให้หา

	 1)	 (g◦f)(x),	(g◦f)(4)	และ	Dg◦f	 2)	 (f◦g)(x),	(f◦g)(2)	และ	Df◦g

 8. กำำาหนด f(x) = 2x + 3 และ g(x) = x - 5 ให้หา (f◦◦g)-1(x) และ (g◦◦f)-1(x)

 9. กำำาหนด f(g(x)) = x + 1 และ f(x) = x - 1 ให้หา g(x)

 10. กำำาหนด f(g(x)) = 2x2 + 1 และ f(x) = 2x ให้หา g(x)

 11. กำำาหนด f(x) = 3x + 1 และ (g◦◦f)(x) = x2 + 1 ให้หา g(x)

 12. กำำาหนด f(x) = 2x และ g(x) = 1
x - 2 ให้หาคู่าของ x ทีี�ทีำาให้ (g◦◦f)(x) = (f◦◦g)(x)

ระดูับที่้าที่าย่

 13. กำำาหนด f(x) = 2 - 3x และ h(x) = 9x2 - 6x + 3 ให้หาฟังกำ์ชิัน g ซี่�ง g◦◦f = h
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แนะแนวคิดู

	 จากี่ติัวอย่างที่่�	39	เป็นไปติามที่ฤษฎี่บที่ข้องฟังกี่์ช่ันผู้กี่ผู้ัน	ดังน้�

ทฤษฎีีบท  ถึ้า f : A 
1-1

ทีั�วถึ่ง

 B แล้ว

  1) (f
-1◦f)(x) = x สำาหรั์บทีุก x∊RR 2) (f◦f

-1
)(x) = x สำาหรั์บทีุก x∊RR

กำำาหนด (f◦◦g)(x) = -3x2 + 6x - 7 และ g(x) = x2 - 2x + 3 ให้หา f(x)
วิิธีีทีำา วิิธีีทีี� 1	จากี่	 (f◦g)(x)	 =	 -3x2	+	6x	-	7
	 	 	 จะได้	 f(g(x))	 =	 -3x2	+	6x	-	7
	 	 	 	 f(x2 - 2x	+	3)	 =	 -3x2	+	6x	-	7
	 	 	 แสัดงว่า	เมื�อแที่น	x	ใน	f	ด้วย	x2 - 2x	+	3	จะเป็นพัหุนามที่่�ม่	3	พัจน์
	 	 	 คือ	พัจน์กี่ำาลังสัอง	พัจน์กี่ำาลังหนึ�ง	และพัจน์ค่าคงติัว

	 	 	 ดังนั�น	f(x)	จะเป็นฟังกี่์ช่ันที่่�ม่กี่ำาลังสั้งสัุดเป็นหนึ�ง
	 	 	 ให้	f(x)	=	ax	+	b	และแที่น	x	ด้วย	x2 - 2x	+	3	จะได้
	 	 	 	 f(x2 - 2x	+	3)	 =	 a(x2 - 2x	+	3)	+	b
	 	 	 	 -3x2	+	6x	-	7	 =	 ax2	-	2ax	+	3a	+	b
	 	 	 	 -3x2	+	6x	-	7	 =	 ax2	-	2ax	+	(3a	+	b)
	 	 	 จากี่กี่ารืเที่่ากี่ันข้องสัมกี่ารื	จะได้ว่า	a	=	-3	

	 	 	 และ	 3a	+	b	 =	 -7

	 	 	 จะได้	 3(-3)	+	b	 =	 -7

	 	 	 	 b	 =	 2

	 	 	 ดังนั�น	 f(x)	 =	 -3x + 2
 วิิธีีทีี� 2	จากี่	 (f◦g)(x)	 =	 -3x2	+	6x	-	7
	 	 	 จะได้	 f(g(x))	 =	 -3x2	+	6x	-	7	=	 -3(x	-	1)2	-	4	 ……➀
	 	 	 และ	 g(x)	 =	 x2 - 2x	+	3	 =	 (x	-	1)2 + 2
	 	 	 จะได้	 (x	-	1)2	 =	 g(x) - 2   ……➁
	 	 	 แที่น	➁	ใน	➀	จะได้	 f(g(x))	 =	 -3(g(x)	-	2)	-	4
	 	 	 	 	 =	 -3g(x) + 2
	 	 	 	 f(x)	 =	 -3x + 2
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ลองที่ำาดูู

กี่ำาหนด	(f◦g)(x)	=	x2	+	3x	-	5	และ	g(x)	=	2x	+	1	ให้หา	f(x)

ฟัังก์ชั้นเชัิงเส้้น
f(x) = ax + b เม่ื�อ a, b  
เป็น็จำนวนจรงิใด ๆ  และ 
a ≠ 0 เป็็นฟัังก์ชั้นที่่�ม่่
กำล้งสู้งสุ้ดเป็็นหน่�ง
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X

อัติรืาค่าไปรืษณิ้ยากี่รื	(บาที่)

พั่กี่ัด
นำ�าหนักี่	(กี่รืัม)

พัิกำัดนำ�าหนักำ อัตร์าคู่าไปร์ษณ้ยากำร์ (บาที)

ไม่เกี่่น	1,000	กี่รืัม 1,225

เกี่่น	1,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	2,000	กี่รืัม 1,980

เกี่่น	2,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	3,000	กี่รืัม 2,740

เกี่่น	3,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	4,000	กี่รืัม 3,495

เกี่่น	4,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	5,000	กี่รืัม 4,250

เกี่่น	5,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	6,000	กี่รืัม 5,005

เกี่่น	6,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	7,000	กี่รืัม 5,750

ที่่�มา	:	บรื่ษัที่ไปรืษณิ้ย์ไที่ย	จำากี่ัด

	 	จากี่ข้อ้มล้จะเหน็วา่	อตัิรืาคา่ไปรืษณิย้ากี่รืในแติล่ะช่ว่งจะเปน็ช่ว่งครืึ�งเปดิ	ซึ�งเมื�อนำาไป

เข้่ยนกี่รืาฟจะม่จุดที่่�เป็นจุดโปรื่งที่างด้านซ้ายมือในแติ่ละช่่วง	 เข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ัน	

f	ได้	ดังน้�

ลองที่ำาดูู

ให้เข้่ยนกี่รืาฟข้องอัติรืาค่าไปรืษณิ้ยากี่รืสัำาหรืับส่ังพััสัดุไปรืษณิ้ย์ที่างอากี่าศจากี่ไที่ยไปยัง

สัหรืัฐอเมรื่กี่า	ดังข้้อม้ลในติารืาง
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1.7	 	การนำาความรู้เก่�ย่วกับเรื�องฟังก์ชันและกราฟ 
ไปใช้ในการแก้ปัญหา

	 นักี่เรื่ยนได้ศึกี่ษาเกี่่�ยวกี่ับฟังกี่์ช่ันและกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันมาแล้ว	 ในหัวข้้อน้�นักี่เรื่ยนจะได้ 

นำาความรื้้ไปใช่้ในกี่ารืแกี่้ปัญหาติ่าง	ๆ 	ที่่�พับในช่่ว่ติจรื่ง	ดังติัวอย่าง

ให้เขียนกำร์าฟของอัตร์าคู่าไปร์ษณ้ยากำร์สัำาหร์ับสั่งพััสัดุไปร์ษณ้ย์ทีางอากำาศจากำไทียไปยัง

มาเลเซีีย ดังข้อมูลในตาร์าง

วิิธีีทีำา 	เข้่ยนฟังกี่์ช่ันในรื้ป	 f(x)	 เมื�อ	x	 เป็นนำ�าหนักี่ข้องพััสัดุไปรืษณิ้ย์ที่างอากี่าศ	และ	 f(x) 
เป็นอัติรืาค่าไปรืษณิ้ยากี่รืได้	ดังน้�

	 	 680	 ;	 0	 < x ≤	 1,000

	 	 810	 ;	 1,000	 < x ≤	 2,000

	 	 940	 ;	 2,000	 < x ≤	 3,000

	 f(x)	=	 	 1,070	 ;	 3,000	 < x ≤	 4,000

	 	 1,200	 ;	 4,000	 < x ≤	 5,000

	 	 1,330	 ;	 5,000	 < x ≤	 6,000

	 	 1,460	 ;	 6,000	 < x ≤	 7,000
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พัิกำัดนำ�าหนักำ อัตร์าคู่าไปร์ษณ้ยากำร์ (บาที)

ไม่เกี่่น	1,000	กี่รืัม 680

เกี่่น	1,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	2,000	กี่รืัม 810

เกี่่น	2,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	3,000	กี่รืัม 940

เกี่่น	3,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	4,000	กี่รืัม 1,070

เกี่่น	4,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	5,000	กี่รืัม 1,200

เกี่่น	5,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	6,000	กี่รืัม 1,330

เกี่่น	6,000	กี่รืัม	แติ่ไม่เกี่่น	7,000	กี่รืัม 1,460

ที่่�มา	:	บรื่ษัที่ไปรืษณิ้ย์ไที่ย	จำากี่ัด
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ยอดขายสัินคู้าชินิดใหม่ของบร์ิษัทีอยู่ทีี� 18,000 ชิิ�นต่อปี ถ้าบร์ิษัทีต้องกำาร์ให้ยอดขายเพัิ�มข่�น

ปีละ 10% ของยอดขายปัจจุบัน ให้หา

1)	 สัมกี่ารืแสัดงยอดข้ายสั่นค้าข้องแติ่ละปี

2)	 อ่กี่	10	ปีถึัดไป	บรื่ษัที่น้�จะม่ยอดข้ายเที่่าใด

วิิธีีทีำา 1)	 ให้	 x	 แที่นจำานวนปี
	 	 	 f(x)	 แที่นยอดข้ายสั่นค้าข้องปีที่่�	x
	 	 จะได้	 f(x)	 =	 18,000	+	18,000	( 10100) x
	 	 	 	 =	 18,000	+	1,800x
	 	 ดังนั�น	สัมกี่ารืแที่นยอดข้ายสั่นค้าข้องแติ่ละปี	คือ	f(x)	=	18,000	+	1,800x

ตััวอย่่างที่่�	 44

	 	 จากี่	x	=	150,	f(x)	=	2,000
	 	 นำา	x	และ	f(x)	ไปแที่นค่าสัมกี่ารื	➀	จะได้

	 	 	 2,000	 =	 a(150)	+	b	 	……➁
	 	 และ	x	=	100,	f(x)	=	2,500
	 	 นำา	x	และ	f(x)	ไปแที่นค่าสัมกี่ารื	➀	จะได้

	 	 	 2,500	 =	 a(100)	+	b	 	……➂
	 	 นำาสัมกี่ารื	➁ - ➂	จะได้

	 	 	 -500	 =	 50a

	 	 	 a	 =	 -10

	 	 นำาค่า	a	แที่นใน	➁	จะได้

	 	 	 2,000	 =	 150(-10)	+	b

	 	 	 b	 =	 3,500

	 	 ดังนั�น	 f(x)	 =	 -10x	+	3,500
 2)	 ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	200	บาที่	จะข้ายสั่นค้าได้เที่่ากี่ับ

	 	 	 f(x)	 =	 -10x	+	3,500
	 	 	 f(200)	 =	 -10(200)	+	3,500

	 	 	 	 =	 1,500

	 	 ดังนั�น	ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	200	บาที่	จะข้ายสั่นค้าได้	1,500	ช่่�น
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18	-	2x

สัร์า้งกำลอ่งกำร์ะดาษฝาเปดิร์ปูสัี�เหลี�ยมผน่ผา้จากำกำร์ะดาษแขง็ซี่�งมคีูวิามกำวิา้ง 12 นิ�วิ และคูวิามยาวิ  

18 นิ�วิ มาตัดมุมทีั�งสัี�ให้เป็นรู์ปสัี�เหลี�ยมจัตรุ์สััแล้วิพับัด้านทีั�งสัี�ข่�น กำำาหนด x แทีนคูวิามยาวิด้าน 

ของร์ูปสัี�เหลี�ยมจัตุร์ัสั ให้เขียนฟังกำ์ชิันในร์ูปของ x ซี่�งมีคู่าของฟังกำ์ชิันเป็นปร์ิมาตร์ของ 

กำล่องกำร์ะดาษ

วิิธีีทีำา 	กี่ำาหนด	V(x)	แที่นปรืม่าติรืข้องกี่ล่องกี่รืะดาษ	และ	x	แที่นความยาวด้านข้องรืป้ส่ั�เหล่�ยม
จัติุรืัสั

	 ดังนั�น	 V(x)	 =	 ความกี่ว้าง	×	ความยาว	×	ความสั้ง
	 	 	 	 =	 (12	-	2x)(18	-	2x)x
	 	 	 	 =	 4x3	-	60x2	+	216x
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ลองที่ำาดูู

จำานวนนับจำานวนหนึ�ง	เมื�อรืวมกี่ับจำานวนนับอ่กี่จำานวนหนึ�งม่ผู้ลบวกี่เที่่ากี่ับ	100

ให้เข้่ยนฟังกี่์ช่ันในรื้ปข้อง	x	ซึ�งม่ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นผู้ลค้ณิข้องจำานวนนับที่ั�งสัองจำานวน

บร์ิษัทีผลิตสัินคู้าแปร์ร์ูปแห่งหน่�ง ถ้าขายสัินคู้าชิิ�นละ 150 บาที จะขายได้ 2,000 ชิิ�น แต่ถ้า

ขายสัินคู้าชิิ�นละ 100 บาที จะขายได้ 2,500 ชิิ�น ซี่�งร์าคูาสัินคู้าต่อชิิ�นกำับจำานวินสัินคู้าทีี�ขายได้

มีคูวิามสััมพัันธี์เป็นฟังกำ์ชิันเชิิงเสั้น ให้หา

1)	 ฟังกี่์ช่ันในรื้ปข้อง	x	ซึ�งม่ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นจำานวนสั่นค้าที่่�ข้ายได้
2)	 ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	200	บาที่	จะข้ายสั่นค้าได้กี่่�ช่่�น

วิิธีีทีำา 1)	 ให้	 x	แที่นรืาคาสั่นค้าติ่อช่่�น
	 	 	 f(x)	แที่นจำานวนสั่นค้าที่่�ข้ายได้
	 	 จากี่รื้ปที่ั�วไปข้องฟังกี่์ช่ันเช่่งเสั้นจะได้

	 	 	 f(x)	 =	 ax + b  ……➀

ตััวอย่่างที่่�	 43

68



แนะแนวคิดู 2)	 จากี่	h(t)	=	16t	-	4t2

	 	 กี่้อนห่นจะข้ึ�นไปได้สั้งสัุดเมื�อ	 t	 =	 -b
2a

	 	 	 	 	 =	 -16
2(-4)

	 	 	 	 	 =	 2

	 	 แที่นค่า	t	=	2	ในสัมกี่ารื	h(t)	=	16t	-	4t2

	 	 จะได้	 h(t)	 =	 16(2)	-	4(22)

	 	 	 	 	 =	 32	-	16

	 	 	 	 	 =	 16

	 	 ดังนั�น	ความสั้งที่่�กี่้อนห่นจะข้ึ�นไปได้สั้งสัุดเที่่ากี่ับ	16	เมติรื

บร์ษิทัีผลติชิิ�นสัว่ินเคูร่์�องจกัำร์ไดเ้สันอเง่�อนไขกำาร์ขายสิันคูา้ทีี�ผลติไดน้้�ใหก้ำบัโร์งงานอุตสัาหกำร์ร์ม 

ดังน้� ถ้าสัั�งซี่�อไม่เกำิน 50,000 ชิิ�น จะให้ร์าคูา 2,400 บาที ต่อ 100 ชิิ�น ถ้าสัั�งซี่�อมากำกำวิ่า  

50,000 ชิิ�น จะลดร์าคูาสัินคู้าทีี�เกำินจากำ 50,000 ชิิ�น โดยลดร์าคูา 2 บาที ต่อ 100 ชิิ�น กำำาหนด 

x แทีนจำานวินสัินคู้าทีี�สัั�งเกำิน 50,000 ชิิ�น ให้เขียนฟังกำ์ชิันในร์ูปของ x และหาจำานวินสัินคู้าทีี�

สัั�งซี่�อเกำิน ซี่�งทีำาให้ได้ยอดขายมากำทีี�สัุด

วิิธีีทีำา กี่ำาหนด	x	แที่นจำานวนสั่นค้าที่่�สัั�งเกี่่น	50,000	ช่่�น
	 ถึ้าสัั�งซื�อ	50,000	ช่่�น	จะให้รืาคา	2,400	บาที่	ติ่อ	100	ช่่�น

	 ดังนั�น	บรื่ษัที่จะม่ยอดข้ายเที่่ากี่ับ	2,400100  ×	50,000

	 	ถึ้าสัั�งซื�อมากี่กี่ว่า	50,000	ช่่�น	จะลดรืาคาสั่นค้าที่่�เกี่่นจากี่	50,000	ช่่�น	 โดยลดรืาคา	 

2	บาที่	ติ่อ	100	ช่่�น

	 ดังนั�น	รืาคาสั่นค้าที่่�เกี่่น	50,000	ช่่�น	เที่่ากี่ับ	(2,400100  - 2 x100) x
	 ยอดข้ายสั่นค้าจำานวน	50,000	+	x	ช่่�น	เที่่ากี่ับ	(12	×	105) + (24	-	 x50) x
 นั�นคือ	 f(x)	 =	 (12	×	105) + (24	-	 x50) x

	 	 	 f(x)	 =	 12	×	105	+	24x - x
2

50

	 หรืือ	 f(x)	 =	 -	x
2

50	+	24x	+	(12	×	10
5)

	 จะได้	a	=	-	150	และ	b	=	24
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จากฟัังก์ชั้นกำล้งส้อง
y = ax2 + bx + c
จะม่่จุดยอดอยู่ที่่�

(-b2a , 4ac - b
2

4a )
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 2)	 ให้	 x	 =	 10
	 	 จากี่	 f(x)	 =	 18,000	+	1,800x
	 	 จะได้	 f(10)	 =	 18,000	+	1,800(10)

	 	 	 	 =	 36,000	ช่่�น

	 	 ดังนั�น	อ่กี่	10	ปีถึัดไป	บรื่ษัที่น้�จะม่ยอดข้าย	36,000	ช่่�น

ลองที่ำาดูู

บรื่ษัที่แห่งหนึ�งติ้องกี่ารืข้ายสั่นค้าสัำาเรื็จรื้ป	ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	100	บาที่	จะข้ายได้	1,500	ช่่�น	

แติ่ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	50	บาที่	จะข้ายได้	2,000	ช่่�น	ให้หา

1)	 ฟังกี่์ช่ันในรื้ปข้อง	x	ซึ�งม่ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นจำานวนสั่นค้าที่่�ข้ายได้
2)	 ถึ้าข้ายสั่นค้าช่่�นละ	200	บาที่	จะข้ายสั่นค้าได้กี่่�ช่่�น

เม่�อโยนกำ้อนหินข่�นไปบนอากำาศในเวิลา t วิินาทีีใด ๆ  คูวิามสัูงของกำ้อนหินจากำพั่�น เป็นไปตาม

สัมกำาร์ h(t) = 16t - 4t2 ให้หา

1)	 เวลาเมื�อกี่้อนห่นอย้่สั้งจากี่พัื�น	12	เมติรื

2)	 ความสั้งที่่�กี่้อนห่นจะข้ึ�นไปได้สั้งสัุด

วิิธีีทีำา เมื�อเวลา	t	ว่นาที่่ใด	ๆ 	ความสั้งข้องกี่้อนห่นเป็น	16t	-	4t2

 1)	 จากี่	h(t)	=	16t	-	4t2

	 	 เมื�อ	h	=	12	แที่นค่าในสัมกี่ารื	h(t)	=	16t	-	4t2	จะได้

	 	 	 	 12	 =	 16t	-	4t2

	 	 	 	 4t2	-	16t	+	12	 =	 0

	 	 	 	 t2	-	4t	+	3	 =	 0

	 	 	 	 (t	-	1)(t	-	3)	 =	 0

	 	 	 	 t	 =	 1,	3

	 	 ดังนั�น	กี่้อนห่นอย้่สั้งจากี่พัื�น	12	เมติรื	เมื�อเวลา	1	ว่นาที่่	หรืือ	3	ว่นาที่่

ตััวอย่่างที่่�	 45

70



ระดูับกลาง

 2.  กำาร์ผลิตบร์ร์จุภัณฑ์์เป็นร์ูปทีร์งกำร์ะบอกำทีี�มีฝาเปิดและมีคูวิามจุ 100 ลูกำบาศกำ์นิ�วิ ให้เขียน

ฟังกำ์ชิันของวิัสัดุทีี�นำามาใชิ้ผลิตในร์ูปของร์ัศมี

 3.  บร์ิษัทีแห่งหน่�งจ่ายคู่าจ้างให้พันักำงานขายทีุกำคูน คูนละเที่า ๆ  กำัน ซี่�งคูิดจากำคู่ายานพัาหนะ

และคู่าเบี�ย และจ่ายคู่าจัดกำาร์เกำี�ยวิกัำบกำาร์ขายซี่�งคูิดเป็นร์้อยละจากำยอดขายทีี�พันักำงาน

แต่ละคูนขายได้ ปร์ากำฏวิ่าเม่�อเด่อนทีี�ผ่านมา ตะวิันได้ร์ับเงินจากำบร์ิษัที 25,000 บาที โดย

มียอดขาย 400,000 บาที และอร์ุณได้ร์ับเงินจากำบร์ิษัที 26,500 บาที โดยมียอดขาย  

450,000 บาที ให้หา

	 1)	 ฟังกี่์ช่ันในรื้ปข้อง	x	ซึ�งม่ค่าข้องฟังกี่์ช่ันเป็นรืายได้ที่่�พันักี่งานได้รืับในแติ่ละเดือน
	 2)	 บรื่ษัที่จ่ายค่าจัดกี่ารืเกี่่�ยวกี่ับกี่ารืข้ายให้กี่ับพันักี่งานรื้อยละเที่่าใด

 4.  สัมคูิดยิงจร์วิดขวิดนำ�า โดยมีมุมยิง 45 ำ ถ้าคูวิามสัูงของจร์วิดขวิดนำ�าทีี�ถูกำยิงข่�นไป (เมตร์)  

หาได้จากำ h(t) = -2t2 + 5.5t เม่�อ t แทีนเวิลา (วิินาทีี) ให้หาเวิลาและคูวิามสัูงในขณะทีี�

จร์วิดขวิดนำ�าอยู่ทีี�จุดสัูงสัุดจากำพั่�นดิน

 5.  จีร์ศักำดิ�ต้องกำาร์ล้อมร์ั�วิทีี�ดินเป็นร์ูปสัี�เหลี�ยมผ่นผ้าเพั่�อปลูกำดอกำทีานตะวิัน โดยด้านหน่�งของ

ทีี�ดนิตดิกำบัคูลอง ซี่�งจรี์ศกัำดิ�ไมต่อ้งกำาร์ล้อมร์ั�วิกัำ�นและถ้าเขามีลวิดสัำาหร์บัทีำาร์ั�วิยาวิ 180 เมตร์ 

จีร์ศักำดิ�จะล้อมร์ั�วิให้มีพั่�นทีี�มากำทีี�สัุดได้เที่าใด

 6.  กำาร์สัร์้างบ่อเลี�ยงกำุ้งเป็นทีร์งกำร์ะบอกำ ซี่�งมีฐานเป็นร์ูปวิงกำลมและมีปร์ิมาตร์ 354 ลิตร์ ถ้าให้

ร์ศัมขีองบ่อยาวิ x เซีนตเิมตร์ และสังู y เซีนตเิมตร์ ให้เขยีนฟังก์ำชินัแทีนวิสััดทุีี�ใช้ิในร์ปูของ x

 7.  กำาร์สัร์้างบร์ร์จุภัณฑ์์เป็นกำล่องทีร์งสัี�เหลี�ยมมุมฉากำ ซี่�งมีฐานเป็นร์ูปสัี�เหลี�ยมจัตุร์ัสัและมี

ปร์ิมาตร์ 1,000 ลูกำบาศกำ์นิ�วิ ให้เขียนฟังกำ์ชิันแทีนวิัสัดุทีี�ใชิ้ในร์ูปของ x

 8.  กำลอ่งทีร์งสัี�เหลี�ยมมมุฉากำฐานสัี�เหลี�ยมจตัรุ์สััมคีูวิามจ ุ100 ลกูำบาศกำน์ิ�วิ ร์าคูาของวิสััดทุีี�นำามา 

ผลิตในด้านทีั�งสัี�จะเป็นสัองเที่าของร์าคูาวิัสัดุด้านบนและด้านล่างของกำล่อง ถ้าให้ฐานของ

กำล่องยาวิ x นิ�วิ และสัูง y นิ�วิ ให้เขียนฟังกำ์ชิันเพั่�อแสัดงร์าคูาในกำาร์ผลิตกำล่อง เม่�อกำำาหนด

ร์าคูาวิัสัดุเที่ากำับ 5 บาทีต่อตาร์างนิ�วิ
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	 จากี่สั้ติรืฟังกี่์ช่ันกี่ำาลังสัอง	ซึ�งม่ค่าสั้งสัุดที่่�	x	=	-b2a
	 แที่นค่า	a	และ	b	จะได้	 x	 =	 -24

2 (- 150)
	 	 	 	 	 =	 12	×	50

	 	 	 	 	 =	 600	ช่่�น

	 ดังนั�น	จำานวนสั่นค้าที่่�สัั�งซื�อเกี่่นเที่่ากี่ับ	600	ช่่�น	ซึ�งจะที่ำาให้ได้ยอดข้ายมากี่ที่่�สัุด

ลองที่ำาดูู

สัมช่ายโยนล้กี่บาสัเกี่ติบอลข้ึ�นไปในอากี่าศ	 ถึ้าความสั้งข้องล้กี่บาสัเกี่ติบอลที่่�ถึ้กี่โยนข้ึ�นไป	

(เมติรื)	หาได้จากี่	h(t)	=	-t2	+	3.2t	เมื�อ	t	แที่นเวลา	(ว่นาที่่)	ให้หาเวลาและความสั้งในข้ณิะที่่�

ล้กี่บาสัเกี่ติบอลอย้่ที่่�จุดสั้งสัุดจากี่พัื�นด่น

แบบฝกที่ักษะ 1.7

ระดูับพ้ืนฐาน

 1.  เขยีนกำร์าฟของอตัร์าคูา่โดยสัาร์ร์ถบสััปร์บัอากำาศในสิังคูโปร์ ์ร์ะยะทีาง 29 กำโิลเมตร์ ดงัตาร์าง

ร์ะยะทีาง
อัตร์าคู่าโดยสัาร์
(ดอลลาร์์สัิงคูโปร์์)

ไม่เกี่่น	3.2	กี่่โลเมติรื 0.70

เกี่่น	3.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	4.2	กี่่โลเมติรื 0.78

เกี่่น	4.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	5.2	กี่่โลเมติรื 0.86

เกี่่น	5.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	6.2	กี่่โลเมติรื 0.94

เกี่่น	6.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	7.2	กี่่โลเมติรื 1.01

เกี่่น	7.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	8.2	กี่่โลเมติรื 1.07

เกี่่น	8.2	กี่่โลเมติรื	แติ่ไม่เกี่่น	9.2	กี่่โลเมติรื 1.13

ที่่�มา	:	https://www.sbstransit.com.sg/
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Y อัติรืาค่าโดยสัารื	(บาที่)

จำานวนที่่าเรืือ	(ที่่า)X

คณิตัศาสตัร์ศาสตัร์ ในช่วิตัจริง อ้ตราคื่าâดยส้ารเรือคืลองแส้นแส้º

อัติรืาค่าโดยสัารืเรืือคลองแสันแสับ	จากี่ผู้่านฟ้าล่ลาศไปยัง	ม.รืามคำาแหง	1	ในปี	พั.ศ.	2565	เป็นดังน้�

จากี่ข้้อม้ลสัามารืถึเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ันได้	ดังน้�

	 	 จากี่ติวัอยา่งกี่ารืศึกี่ษาข้า้งติน้	ให้นกัี่เรืย่นค้นควา้ข้อ้มล้เรืื�องกี่ารืนำาความร้้ืเก่ี่�ยวกัี่บฟงัก์ี่ช่นั

มาปรืะยุกี่ต์ิใช่้ในช่่ว่ติปรืะจำาวัน	 โดยเลือกี่เรืื�องท่ี่�สันใจและเป็นเรืื�องท่ี่�เก่ี่ดข้ึ�นในช่่ว่ติปรืะจำาวันข้อง

นักี่เรื่ยนมา	1	เรืื�อง	แล้วเข้่ยนกี่รืาฟข้องฟังกี่์ช่ัน

1 12 ผู้่านฟ้าล่ลาศ
2 12 12 ติลาดโบ้เบ้
3 12 12 12 สัะพัานเจรื่ญผู้ล
4 12 12 12 12 สัะพัานหัวช่้าง
5 14 12 12 12 12 ปรืะติ้นำ�า
6 14 14 14 12 12 12 ช่่ดลม
7 14 14 14 12 12 12 12 สัะพัานว่ที่ยุ
8 16 14 14 14 14 12 12 12 นานาเหน่อ
9 16 16 14 14 14 12 12 12 12 นานาช่าติ่
10 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 อโศกี่
11 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 มศว.	ปรืะสัานม่ติรื
12 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 อ่ติัลไที่ย
13 16 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 12 วัดใหม่ช่่องลม
14 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 สัุเหรื่าบ้านดอน
15 18 16 16 16 16 16 16 14 14 14 14 14 12 12 12 ซอยที่องหล่อ
16 18 18 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 14 12 12 12 ช่าญอ่สัรืะ
17 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 รืรื.	ว่จ่ติรื
18 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 สัะพัานคลองติัน
19 18 18 18 18 18 18 18 16 16 16 16 16 14 14 14 12 12 12 12 รืาม	1

ที่่�มา	:	กี่ลุ่มสัถึ่ติ่ว่เครืาะห์สัำานักี่แผู้นงาน	กี่รืมเจ้าที่่า

จำานวินที่าเร์่อ
(ที่า)

อัตร์าคู่าโดยสัาร์ 
(บาที)

ไม่เกี่่น	4	ที่่า 12
เกี่่น	4	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	7	ที่่า 14
เกี่่น	7	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	14	ที่่า 16
เกี่่น	14	ที่่า	แติ่ไม่เกี่่น	19	ที่่า 18
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กิจกรรม	คณิตัศาสตัร์

1.	 	ให้นักี่เรื่ยนแบ่งกี่ลุ่ม	กี่ลุ่มละ	3-5	คน	เพัื�อว่เครืาะห์และติอบคำาถึามติ่อไปน้�

	 1)	 	รื้านข้ายอุปกี่รืณิ์ติกี่แติ่งบ้านแห่งหนึ�ง	 ให้ค่าจ้างพันักี่งานข้าย	 3,000	 บาที่ติ่อสััปดาห์	 และให้

ค่านายหน้า	 3%	จากี่ยอดข้ายที่่�มากี่กี่ว่า	 10,000	บาที่	สัมมติ่ว่า	 สััปดาห์น้�พันักี่งานข้ายข้องได้

มากี่เพั่ยงพัอที่่�จะได้ค่านายหน้า	ถึ้าให้	 f(x)	=	0.30x	และ	g(x)	=	x	 -	10,000	นักี่เรื่ยนค่ดว่า	
ฟังก์ี่ชั่น	 (f◦g)(x)	 หรืือ	 (g◦f)(x)	 เป็นฟังกี่์ช่ันที่่�แสัดงค่านายหน้าที่่�พันักี่งานได้รัืบจากี่กี่ารืข้าย
ในสััปดาห์น้�	เพัรืาะเหติุใด

	 2)	 	นักี่เรื่ยนซื�อสั่นค้าจากี่ห้างสัรืรืพัสั่นค้าแห่งหนึ�ง	 แติ่สั่นค้าที่่�นักี่เรื่ยนซื�อม่ข้นาดใหญ่ไม่สัามารืถึนำา

กี่ลับบ้านเองได้	 ที่างห้างสัรืรืพัสั่นค้าม่บรื่กี่ารืจัดส่ังส่ันค้า	 ซึ�งนักี่เร่ืยนจะติ้องจ่ายค่าส่ันค้ารืวมกี่ับ

ค่าภาษ่ม้ลค่าเพั่�มและค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดส่ังส่ันค้า	 ถึ้าค่าภาษ่ม้ลค่าเพ่ั�มค่ดเป็น	 7%	 ข้องรืาคา

สั่นค้า	และค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	500	บาที่	ให้	x	แที่นรืาคาสั่นค้า

	 	 (1)	 	เข้่ยนฟังกี่์ช่ัน	f(x)	แสัดงรืาคาสั่นค้าเมื�อรืวมภาษ่ม้ลค่าเพั่�มแล้ว	และฟังกี่์ช่ัน	g(x)	แสัดงรืาคา
สั่นค้าเมื�อรืวมค่าธ์รืรืมเน้ยมจัดสั่งสั่นค้าแล้ว

	 	 (2)	 	คำานวณิและเปรื่ยบเที่่ยบค่าข้องฟังก์ี่ช่ันรืะหว่าง	 (f◦g)(x)	 และ	 (g◦f)(x)	 ฟังกี่์ช่ันใดส่ังผู้ลให้
นักี่เรื่ยนซื�อสั่นค้าได้ในรืาคาที่่�ถึ้กี่กี่ว่า

	 	 (3)	 	สัมมติ่ว่า	ในที่างกี่ฎีหมายไม่ค่ดภาษ่ค่าธ์รืรืมเน้ยมกี่ารืจัดสั่งสั่นค้า	นักี่เรื่ยนจะเลือกี่ใช่้ฟังกี่์ช่ัน	

(f◦g)(x)	หรืือ	(g◦f)(x)	เพัรืาะเหติุใด

	2.	 ให้นักี่เรื่ยนแติ่ละกี่ลุ่มสั่งติัวแที่นมานำาเสันอผู้ลกี่ารืว่เครืาะห์และคำาติอบที่่�ได้
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y	=	f(x)

• ฟ�งก์ชนั คือ ความสัมพันธซ์ึ�งสมาชกิในโดเมนแต่ละตัวจับคู่กับสมาชกิในเรนจ์ของความสัมพันธ์

เพียงตัวเดียวเทา่นั�น ซึ�งเขียนแทนด้วย	f

ถ้า	(x,	y)∊f	และ	(x,	z)∊f	แล้ว	y	=	z

• การพิจารณาว่าความสัมพันธท์ี�กําหนดด้วยกราฟเป�นฟ�งก์ชนัหรอืไม่เป�นฟ�งก์ชนั
-  ลากเส้นตรงที�ขนานกับแกน Y ถ้ามีจุดตัดเพียง	 1	จุด ความสัมพันธนั์�นเป�นฟ�งก์ชนั ถ้ามีจุดตัด

มากกว่า	1	จุด ความสัมพันธนั์�นไม่เป�นฟ�งก์ชนั

การเลื�อนขนานในแนวตั�ง

• y	=	f(x) + k ได้จากการเลื�อนกราฟ	y	=	f(x) ขึ�นตามแนวแกน Y เป�นระยะ k หน่วย เมื�อ k > 0
• y	=	f(x) - k ได้จากการเลื�อนกราฟ	y	=	f(x) ลงตามแนวแกน Y เป�นระยะ k หน่วย เมื�อ k > 0

การเลื�อนขนานในแนวนอน

• y	=	f(x - k) ได้จากการเลื�อนกราฟ	y	=	f(x) ไปทางขวาตามแนวแกน X เป�นระยะ k หน่วย
เมื�อ k > 0

• y	=	f(x + k) ได้จากการเลื�อนกราฟ	y	=	f(x) ไปทางซา้ยตามแนวแกน X เป�นระยะ k หน่วย
เมื�อ k > 0

ฟงกชันิ

การเลื่อนิขนิานิ
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สรุป
แนวคิดูหลัก ฟงกชันิ

• โดเมนของ	r	คือ เซตของสมาชกิตัวหน้าของคู่อันดับใน	r	เขียนแทนด้วย	Dr

Dr	=	{	x∊A ∙ มี	y∊B ซึ�ง	(x,	y)∊r	}

• เรนจ์ของ	r	คือ เซตของสมาชกิตัวหลังของคู่อันดับใน	r	เขียนแทนด้วย	Rr

Rr	=	{	y∊B ∙ มี x∊A ซึ�ง	(x,	y)∊r	}

• พิจารณา	Dr และ	Rr ของความสัมพันธแ์บบบอกเงื�อนไข

-	 Dr	:	จัดตัวแปร	y	ในรูปของ x แล้วพิจารณาค่า x ที�ทําให้ได้ค่า	y	ที�สอดคล้องกับเงื�อนไข
-	 Rr	:	จัดตัวแปร x ในรูปของ	y	แล้วพิจารณาค่า	y	ที�ทําให้ได้ค่า x ที�สอดคล้องกับเงื�อนไข

• ตัวผกผนัของความสัมพันธ	์ r	 คือ ความสัมพันธท์ี�เกิดจากการสลับที�ของสมาชกิตัวหน้า และสมาชกิ

ตัวหลังในแต่ละคู่อันดับที�เป�นสมาชกิของ	r	ซึ�งเขียนแทนด้วย	r-1

r-1	=	{	(y,	x) ∙	(x,	y)	∊	r	}

• Dr	=	Rr-1 และ	Rr	=	Dr-1

• การเขียน	r-1 แบบบอกเงื�อนไขมี 2 แบบ คือ

1)	ใชคู่้อันดับ	(x,	y)	แต่ต้องสลับที� x และ	y	ในเงื�อนไขข้างหลัง
2) ใชคู่้อันดับ	(y,	x) แต่ตัวแปร x และ	y	ในเงื�อนไขข้างหลังยังคงเดิม

• กราฟของ	r	กับ	r-1 จะมีเส้นตรง	y	=	x เป�นแกนสมมาตร

• r	เป�นความสัมพันธจ์าก A ไป B ก็ต่อเมื�อ	r	⊂ A × B
• r	เป�นความสัมพันธจ์าก A ไป A หรอืความสัมพันธใ์นเซต A ก็ต่อเมื�อ	r	⊂ A × A

ความสัมพันิธ

• ผลคูณคารท์เีซยีนของเซต A และเซต B คือ เซตของคู่อันดับ	(a,	b)	ทั�งหมด โดยที�	a	เป�นสมาชกิของ
เซต A และ b เป�นสมาชกิของเซต B

A ×	B	=	{	(a,	b)	∙	a∊A และ b∊B }

ผลคูณคารทีเซียนิ

โดเมนิและเรนิจของความสัมพันิธ

ตัวผกผันิของความสัมพันิธ
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ประจําหนวยการเรียนรูท่ีประจําหนวยการเรียนรูท่ี
แบบฝกทักษะ

11

คําชี้แจง : ให้นักำเร์ียนตอบคูำาถามต่อไปน้�

 1. กี่ำาหนด	A	=	{	2,	6,	5,	7	}	และ	B	=	{	5,	6	}	ให้หา	A	×	B,	B	×	A,	A	×	A	และ	B	× B 

 2.  ให้ติรืวจสัอบว่า	ความสััมพัันธ์์ที่่�กี่ำาหนดในแติ่ละข้้อติ่อไปน้�	เป็นฟังกี่์ช่ันหรืือไม่เป็นฟังกี่์ช่ัน	

และถึ้าเป็นฟังกี่์ช่ันจะเป็นฟังกี่์ช่ันหนึ�งติ่อหนึ�งหรืือไม่	เพัรืาะเหติุใด

	 	 1)	 r1	=	{	(a,	1),	(b,	2),	(c,	2),	(d,	3)	}

	 	 2)	 r2	=	{	(x,	y)	∙	y	-	4	=	0	}	

 3.  กี่ำาหนด	r	=	{	(x,	y)	∙	y	=			x	-	4	}	ให้หา	r-1	โดเมนและเรืนจ์ข้อง	r-1	พัรื้อมที่ั�งเข้่ยนกี่รืาฟ	
r	และ	r-1	บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่เด่ยวกี่ัน

 4.  กี่ำาหนด	f	=	{	(1,	2),	(3,	4),	(5,	8),	(6,	7)	}	และ	g(x)	=	{	(1,	4),	(3,	6),	(9,	0),	(10,	6)	}
ให้หา	f	+	g,	f	-	g,	f	•	g	และ	gf

 5. กี่ำาหนด	f(x)	=	2x	และ	g(x)	=	x	-	3	ให้หาโดเมนข้อง	 fg
 6. กี่ำาหนด	f	=	{	(x,	y)	∙	y	=	2x - ∙2x∙	}	ให้หา	Df	และ	Rf

 7. ให้พั่จารืณิาฟังกี่์ช่ันติ่อไปน้�ว่า	เป็นฟังกี่์ช่ันเพั่�มหรืือฟังกี่์ช่ันลดบนเซติที่่�กี่ำาหนด

	 	 1)	 f(x)	=	x3	+	2	บน	RR
	 	 2)	 g(x)	=	x2	-	4x	+	7	บนช่่วง	(-∞,	-2)	และ	(2,	∞)

 8. กี่ำาหนด	f(x)	=	2x	+	3	ให้หา	f-1	(x)

 9.  กี่ำาหนด	f(x)	=	x2	+	2,	x ≥	0	ให้หา	f-1	พัรื้อมที่ั�งเข้่ยนกี่รืาฟ	f	และ	f-1	บนรืะบบพั่กี่ัดฉากี่

เด่ยวกี่ัน

 10. กี่ำาหนด	f(x)	=	x2	และ	g(x)	=			x	+	3	ให้หา	(g◦f)(x)	และ	(f◦g)(x)

 11. กี่ำาหนด	f(x)	=	x	-	3x 	และ	g(x)	=	x	+	2	ให้หา	(f◦g)(x	+	1)

 12.  กี่ำาหนด	f(x)	=	x2	+	1	และ	g(x)	=	x2	+	4x	+	7	ให้หาค่าข้อง	(f◦g)-1(13)

 13.  ณิเดช่ต้ิองกี่ารืล้อมรืั�วให้เป็นรื้ปสั่�เหล่�ยมผู้ืนผู้้าเพัื�อที่ำาสัวนผู้ลไม้	 โดยด้านหนึ�งข้องพัื�นท่ี่�

ที่่�ติ้องกี่ารืล้อมรัื�วจะอย่้ติ่ดคลองซึ�งไม่ติ้องม่รัื�วกี่ั�น	 ถึ้ารืั�วที่ั�งหมดยาว	 160	 เมติรื	 ณิเดช่จะ

ล้อมรืั�วให้ม่พัื�นที่่�มากี่ที่่�สัุดได้เที่่าใด	โดยความยาวข้องรืั�วยังคงเที่่าเด่ม
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Y

0 X

เป�นฟ�งก์ชนั	1-1

Y

0 X

ไม่เป�นฟ�งก์ชนั	1-1

• f	เป�นฟ�งกช์นัจาก A ไป B กต็อ่เมื�อ	f	เป�นฟ�งกช์นัที�มเีซต A เป�นโดเมนและมเีรนจเ์ป�นสับเซตของเซต B

ฟงกชันิจาก A ไป B

• f	เป�นฟ�งก์ชนัจาก A ไปทั�วถึง B ก็ต่อเมื�อ	f	เป�นฟ�งก์ชนัที�มีเซต A เป�นโดเมนและมีเซต B เป�นเรนจ์

ฟงกชันิจาก A ไปทั่วถึง B

• f	เป�นฟ�งก์ชนัหนึ�งต่อหนึ�งจาก A ไป B ก็ต่อเมื�อ
1)	f	เป�นฟ�งก์ชนัจาก A ไป B
2) สําหรบั x1,	x2 ใด ๆ ในเซต A ถ้า	f(x1)	=	f(x2) แล้ว x1	=	x2

• การพิจารณาว่าฟ�งก์ชนัที�กําหนดด้วยกราฟเป�นฟ�งก์ชนัหนึ�งต่อหนึ�งหรอืไม่เป�นฟ�งก์ชนัหนึ�งต่อหนึ�ง
-  ลากเส้นตรงที�ขนานกับแกน X ถ้ามีจุดตัดเพียง	 1	 จุด จะเป�นฟ�งก์ชนั	 1-1	 ถ้ามีจุดตัดมากกว่า

1	จุด จะไม่เป�นฟ�งก์ชนั	1-1

ฟงกชันิหนิึ่งตอหนิึ่งจาก A ไป B

• f	เป�นฟ�งก์ชนัเพิ�มบนเซต A ก็ต่อเมื�อ สําหรบั x1 และ x2 ใด ๆ ใน A
ถ้า x1 < x2 แล้ว	f(x1) <	f(x2)

• f	เป�นฟ�งก์ชนัลดบนเซต A ก็ต่อเมื�อ สําหรบั x1 และ x2 ใด ๆ ใน A
ถ้า x1 < x2 แล้ว	f(x1) >	f(x2)

ฟงกชันิเพิ่มและฟงกชันิลด

• f-1 เป�นฟ�งก์ชนั ก็ต่อเมื�อ	f	เป�นฟ�งก์ชนั	1-1	เรยีก	f-1 ว่า ฟ�งก์ชนัผกผนั

ฟงกชันิผกผันิ

• (f	+	g)(x)	=	f(x)	+	g(x) เมื�อ x∊Df∩	Dg	 •	 (f	-	g)(x)	 =	f(x)	-	g(x) เมื�อ x∊Df∩	Dg

• (f	•	g)(x)	=	f(x) •	g(x) เมื�อ x∊Df∩	Dg • ( fg)(x)	=	 f(x)g(x) เมื�อ  x∊Df∩	Dg และ	g(x) ≠ 0

การดําเนิินิการทางพีชคณิตของฟงกชันิ

• (g◦f)(x)	=	g(f(x)) โดย g◦f	จะหาได้เมื�อ	Rf∩	Dg ≠ ∅ และ	Dg◦f
	=	{	x∊Df ∙	f(x)∊Dg }

• (f◦g)(x)	=	f(g(x)) โดย	f◦g จะหาได้เมื�อ	Rg∩	Df ≠ ∅ และ	Df◦g
	=	{	x∊Dg ∙	g(x)∊Df }

ฟงกชันิประกอบ
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