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มุุมุเทคโน่โลยีีมุุมุเทคโน่โลยีี

	 ในัป็ัจุจุุบันั	 การีใชั้ต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิเพัื�อหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิที�

ต่้องการีไม่เป็็นัที�นัิยม	 เนั่�องจุากสัามารีถ้ใช้ัเครีื�องคิดเล้ขหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิที�

ต่้องการีได้ล้ะเอียดกว่าการีใชั้ต่ารีาง

ต่ัวอย่าง	 1)	 ให้หาค่าของ	sin	38	ำ	โดยใชั้เครีื�องคิดเล้ข

	 	 กดป็ุ�ม	 MODE  MODE  1  	sin   3   8   =  

	 	 จุะป็รีากฏจุำานัวนั	0.615661475

	 	 ดังนัั�นั	sin	38	ำ	เท่ากับ	0.6157

	 2)	 ให้หาค่าของ	cos	0.7912	โดยใชั้เครีื�องคิดเล้ข

	 	 กดป็ุ�ม	 MODE  MODE  2  	cos   0   .   7   9   1   2   =  

	 	 จุะป็รีากฏจุำานัวนั	0.702992385

	 	 ดังนัั�นั	cos	0.7912	เท่ากับ	0.7030

ห้มายเห้ตุ่ ป็ุ�มกดบนัเครีื�องคิดเล้ขแต่่ล้ะรีุ่นัจุะมีความแต่กต่่างกันั	ให้อ้างอิงวิธ์ีการีต่ามเครีื�องคิดเล้ขรีุ่นันัั�นั	ๆ

ส่่วนประก์อบห้ลัก์บนเคร่่องคิดเลขี

1.	 หนั้าจุอแสัดงผล้การีทำางานั

2.	 ป็ุ�มเป็ิดเครีื�อง

3.	 	ป็ุ�ม	MODE/SETUP	 ใชั้สัำาหรีับเล้ือก

โหมดหรีือต่ั�งค่าเครีื�อง

4.		 	ป็ุ�ม	 SHIFT 	สัำาหรีับเรีียกใชั้คำาสัั�งที�

เป็็นัสัีเหล้ือง	แล้้วต่ามด้วยป็ุ�มคำาสัั�ง

นัั�นั	ๆ

5.	 	ป็ุ�ม	 ALPHA 	สัำาหรีับเรีียกใชั้คำาสัั�งที�

เป็็นัต่ัวอักษรีสัีแดง	แล้้วต่ามด้วยป็ุ�ม

คำาสัั�งนัั�นั	ๆ

6.	 	ป็ุ�มควบคุมทิศูทาง	ใชั้เล้ื�อนัดูคำาต่อบ

หรีือแก้ไขการีคำานัวณ

7.		ป็ุ�มฟังก์ชัันัแล้ะสัูต่รีการีคำานัวณ

8.	 	ป็ุ�มต่วัเล้ข/เครีื�องหมายการีดำาเนันิัการี
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คำาแนะนำา ในในการใช้สื่อการใช้สื่อ

คณิตศาสตร์คณิตศาสตร์
 ม.5ม.5 เล่ม 1

หน่วยการเรียนรู้ที่ 

1-3

คณิตศาสตร์คณิตศาสตร์
ม.5ม.5 เล่ม 2

หน่วยการเรียนรู้ที่ 

1-3

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติม คณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 5 เล่ม 1 จ ัดทําขึ้น
สําหรับใชประกอบการเรียนการสอน ช้นมธัยมศกึษาปที่ 5 โดยดําเนนิการจดัทําใหสอดคลองตามผลการเรยีนรู

ในสาระการเรยีนรูเพิ�มเตมิ กลุมสาระการเรียนรูคณติศาสตร (ฉบบัปรบปรงุ พ.ศ. 2560) ตามหลักสตูรแกนกลาง

การศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช 2551 ทุกประการ สงเสริมทักษะที่จําเปนสําหรับการเรียนรูในศตวรรษที่ 21 

ทั้งทักษะดานการคิดวิเคราะห การคิดอยางมีวิจารณญาณ การแกปญหา การคิดสรางสรรค การใชเทคโนโลยี 

การสื่อสาร และการรวมมือ เพื่อใหผูเรียนรูเทาทันการเปลี่ยนแปลงของระบบเศรษฐกิจ สังคม วัฒนธรรม และ

สภาพแวดลอม สามารถแขงขันและอยูรวมกับประชาคมโลกได

 หนังสือเรียนรายวิชาเพิ�มเติม

คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 น�้ 

คณะผูเรียบเรียงไดจัดแบงออกเปน 

2 เลม ดังน�้

องค์ประกอบต่าง ๆ  ในแต่ละหน่วย

ผลการเรียนรู้
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กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	AB
หรีือพัื�นัที�ของ	□ ABDE

กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	BC
หรีือพัื�นัที�ของ	□ BCHI

กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	AC
หรีือพัื�นัที�ของ	□ ACFG

a2  +  b2  =  c2

 ก์ราฟัขีองคู่อันดับบนระบบพิก์ัดฉาก์

	 	 	 จุากรีะบบพัิกัดฉาก	จุะได้ว่า	

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	1	แล้้ว	x >	0	แล้ะ	y	> 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	2	แล้้ว	x <	0	แล้ะ	y	> 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	3	แล้้ว	x <	0	แล้ะ	y	< 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	4	แล้้ว	x >	0	แล้ะ	y	< 0

 ทฤษฎีบทพีทาโก์รัส่

	 	 	 จุากรีูป็	สัามารีถ้สัรีุป็เป็็นัทฤษฎีบทพัีทาโกรีัสัได้	2	แบบ	ดังนั้�

	 	 	 1.	 	ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	 กำาลั้งสัองของความยาวของด้านั

ต่รีงข้ามมุมฉากเท่ากับผล้บวกของกำาล้ังสัองของความยาว

ของด้านัป็รีะกอบมุมฉาก

	 	 	 2.	 	ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	 พัื�นัที�ของรูีป็สัี�เหล้ี�ยมจุัตุ่รีัสับนั

ดา้นัต่รีงขา้มมมุฉากเทา่กบัผล้บวกของพัื�นัที�ของรีปู็สัี�เหล้ี�ยม

จุัตุ่รีัสับนัด้านัป็รีะกอบมุมฉาก

 อัต่ราส่่วนต่รีโก์ณมิต่ิ

	 	 	 ไซนั์ของมุม	A	หรีือ	sin	A		 คือ	
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 โคไซนั์ของมุม	A	หรีือ	cos	A		 คือ	
ความยาวของด้านัป็รีะชัิดมุม	A

ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 แทนัเจุนัต่์ของมุม	A	หรีือ	tan	A	คือ	
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวของด้านัป็รีะชัิดมุม	A

แบบทดสอบ
พื้นฐานก่อนเรียน
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1 ฟงกชันตรีโกณมิติ

ผลการเรียนรู้

•	 	เข้าใจุฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิแล้ะล้ักษณะกรีาฟของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	
แล้ะนัำาไป็ใชั้ในัการีแก้ป็ัญหา

•	 แก้สัมการีต่รีีโกณมิต่ิ	แล้ะนัำาไป็ใชั้ในัการีแก้ป็ัญหา	
•	 ใชั้กฎของโคไซนั์แล้ะกฎของไซนั์ในัการีแก้ป็ัญหา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

•	 ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ
•	 ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิผกผันั
•	 เอกล้ักษณ์แล้ะสัมการีต่รีีโกณมิต่ิ
•	 กฎของโคไซนั์แล้ะกฎของไซนั์

นักเรยีนคิดว่า GPS 
มีความเกี่ยวข้องกับ

ฟังก์ชนัตรโีกณมิติอย่างไร

Ë¹‹ÇÂ¡ÒÃàÃÕÂ¹ÃÙŒ·Õè

“GPS เป็็นื่เที่คืâนื่âลยู่่ที่่� ãªŒª�วยู่ãนื่การรÐบุµÓáหนื่�ง¢องวัµ¶ุหร่อ
บุคืคืลบนื่¾่�นื่ผ่Ôวâลกâดยู่ãªŒการส�งคืล่�นื่สัÞÞา³จาก¾่�นื่ผ่Ôวâลก
äป็ยัู่งดาวเที่ยู่่ม จากนัื่�นื่จ่งส�งµ�อกลบัมายัู่งผ่่Œรับที่่�อยู่่�บนื่¾่�นื่ผ่Ôวâลก
อ่กคืรั�งหนื่่�ง”

สาระการเรียนรู้
เพิ่มเติม

QR Code แบบทดสอบ
พื้นฐานก่อนเรียนทั่่�สอดคล้�องกั่บเน้ื้�อหา

ในื้หน่ื้วยกัาริเริย่นื้ร้ิ� ข้อบข่้ายเน้ื้�อหา
ในื้หน่ื้วยกัาริเริย่นื้ร้ิ�

แบบฝึึกัห่ดเพ้ื่�อทั่บทั่วนื้
หริอ้ต่ริวจสอบความร้ิ�พ้ื่�นื้ฐานื้
กั่อนื้เริย่นื้

คำาถามประจำาหน่วยการเรียนรู้
ทั่่�คริอบคล้มุผู้ล้กัาริเริย่นื้ร้ิ�
ในื้หน่ื้วยกัาริเริย่นื้ร้ิ�

ควรรู้ก่อนเรียน
ทั่บทั่วนื้ความร้ิ�เดิมเพ้ื่�อเชำ้�อมโยงเข้�าส้่
เน้ื้�อหาใหม่

มุมเทคโนโลยี
ความร้ิ�เกั่�ยวกั่บกัาริใชำ�เทั่คโนื้โล้ย่
เป�นื้เคริ้�องม้อเพ้ื่�อชำว่ยต่ริวจสอบคำาต่อบ

กิจกรรม	คณิตศาสตร์
	 จากกิจกรู้รู้มคณิิตศาสตรู้์	ในหน�า	130	เมทรู้ิกซ์์ที�แสดังข�อม้ลในตารู้างที�	1	เป็นดัังน้�

X =
	35				52			61
	50				35			33

	 สมมติให�	Y	เป็นเมทรู้ิกซ์์ที�แสดังจำานวนย์างลบทั�ง	3	ย์ี�ห�อ	ที�แต่ละรู้�านซ์่�อมาสำารู้องไว�เพ่�อขาย์ในเดั่อน

ถัดัไป

Y	=	
	30				40			35
	40				30			35

	 ถ�าเจ�าของรู้�าน	ก.	และรู้�าน	ข.	อย์ากทรู้าบว่า	ในปัจจุบันเขามีจำานวนย์างลบแต่ละย์ี�ห�อในแต่ละรู้�านเป็น

จำานวนเท่าใดั	เขาสามารู้ถหาไดั�จากการู้นำาเมทรู้กิซ์	์X	และ	Y	มาบวกกัน	ซ์่�งจะเขยี์นแทนดั�วย์สญัลกัษณิ	์X	+	Y

จัากข้อมูลัข้างตั้น	ให้นักเรียนเตัิมจัำานวนลังในชิ่องว่างให้สมบูรณ์์	แลั้วตัอบคำาถามทำี่กำาหนดี

1. X	+	Y	 =		
	35				52			61
	50				35			33

 + 
	30				40			35
	40				30			35

		 	 	 =		
	35	+	30				52	+	40			61	+	...		..
...		..			+	40	 ...		...		...		...		...		.. ...		...		...		...		...		..

	 	 	 =		
	65				92	 ...		..

  ...		..    ...		..    ...		..

2. สมาชิิกแต่ละตัวที�อย์้่ในเมทรู้ิกซ์์ที�เกิดัจากเมทรู้ิกซ์์	X	บวกกับ	Y	

	 มีความหมาย์ว่าอย์่างไรู้

กำำ�หนด A =  a
ij m × n

 ถ้� B =  b
ij n × m

 โดยที่่� b
ij
 = a

ji
 สำ�หรัิบทีุ่กำ i∊{ 1, 2, 3, …, n } และ j∊{ 1, 2, 3, …, m }

 แล้วจำะเร่ิยกำ B ว่� เมทริกซ์์สลับัเปล่�ยนของ A และเข่ยนแที่นด้วยสัญลักำษณ์์ A
t

 (อ่�นว่� “เอ ที่ริ�นสโพส”)

บทนิยาม

พิจารู้ณิาเมทรู้ิกซ์์ต่อไปน้�

	 1)	 A	=	[	0		-7	]	 โดัย์บทนิย์าม	จะไดั�ว่า	At	=	
0
-7

	 2)	 B	=	
1    7
3   4
5			6

โดัย์บทนิย์าม	จะไดั�ว่า	Bt	=	 1			3			5
7			4			6

3.	การบวกเมท่ริกซ์์	(Addition	of	Matrices)

	 ถ�า	 A	 =	 a
ij m	×	n

	 แล�ว	 At	=	 a
ji n	×	m

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�

Thinking TimeThinking Time

	 กำาหนดั	A	=	 1			2	
3   4

และ	B	=	 5
6
	นักเรู้ีย์นคิดัว่า	

A	+	B	หาคำาตอบไดั�หรู้่อไม่	

เพรู้าะเหตุใดั

การบวกเมทริกซโดยใชโปรแกรม 
Microsoft Excel 2016
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กิจกรรม	คณิตศาสตร์
ให้นักัเร่ยนแบ่งกัลุ่ม	4	กัลุ่ม	กัลุ่มละเที่่า	ๆ 	กััน	แล้ว่ช้่ว่ยกัันที่ำากัิจุกัรรมติ่อไป็น้�

  อุปกำรูณ์

  1.	 กั้านลูกัโป็ง	 2.	 กัระดาษกัาว่

  3.	 ป็ากักัาเคม่คละส่	 4.	 กัรรไกัร

1.	 	ให้แติ่ละกัลุ่มสร้างระบบพิิกััดฉากัสามมิติิโดยใช้้กั้านลูกัโป็งในกัารสร้างแกัน	X	แกัน	Y	และแกัน	Z

โดยใช้้กัระดาษกัาว่ในกัารย่ดแกัน

2.	 ให้ติัว่แที่นแติ่ละกัลุ่มออกัมาจุับสลากัจุุดในระบบพิิกััดฉากัโดยกัำาหนดจุุด	ดังน้�

	 	 	 	 A	(1, -3, 2)	 B	(2,	0, -5)

    C (-3,	4, -1)	 D	(7, -2,	6)

	 	 	 	 E	(2, 2, -6)

3.	 	สร้างพิิกััดจุุดจุากัสลากัที่่�จุับได้จุากัขี้อ		2.		แล้ว่ใช้้กั้านลูกัโป็งในกัารสร้างพิิกััดโดยให้แติ่ละหลอด

ขีนานกัับแกัน	X	แกัน	Y	และแกัน	Z	

4.	 ส่งติัว่แที่นกัลุ่มออกัมานำาเสนอหน้าช้ั�นเร่ยน

ลองทำาดู

Sir. William Rowan Hamilton (ค.ศ. 1805-1885) เป�นผู้คิดค้นควอเทอร์เนียน
(Quaternion) ซึ�งทําให้ได้ทางออกของการคูณเวกเตอรใ์นระบบสามมิติ โดยได้รบั
การพิสูจน์และยอมรบัว่าเป�นพื�นฐานของวิชาพีชคณิตสมัยใหม่ ควอเทอรเ์นียนเป�น
จํานวนที�เขียนในรูป w + ix + jy + kz โดยที� w, x, y และ z เป�นจํานวนจรงิ

เกรู้็ดน่่ารู้้� Sir. Willam Rowan Hamilton

ให้หาป็ริมาติรขีองที่รงส่�เหล่�ยมด้านขีนานที่่�ม่	u	=	3i	+	j	+	2k,	v	=	4i	+	5j	+	k

และ	w	=	i	+	2j	+	4k	เป็็นด้าน
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ให้แสัดงว่า	2	arctan	38	=	arctan	
48
55

sin ((arctan ((158 )) - arccos (( 513)))) เท่าก์ับเท่าใด

แนวคิด  กำาหนัด		arctan	(158 ) = A

	 จุะได้ว่า	 tan	A	 =	 15
8   เมื�อ	A∊(- π2, 

π
2)

 จุาก	tan	A	=	158 	สัรี้างรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉากได้	ดังนั้�

	 จุะได้ว่า	sin	A	=	1517	แล้ะ	cos	A	=	
8
17

15

8

17

A

	 กำาหนัด		arccos	( 5
13) = B

	 จุะได้ว่า	 cos	B	 =	 5
13

 จุาก	cos	B	=	 5
13	สัรี้างรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉากได้	ดังนั้�

	 จุะได้ว่า	 sin	B	 =	 5
13

12

5

13

B

	 ดังนัั�นั	sin	(arctan	(158 )	-	arccos	( 5
13)) =	sin	(A	-	B)

	 	 	 	 	 	 =	sin	A	cos	B	-	cos	A	sin	B

      = 1517 (
5
13) - 

8
17 (

12
13)

      = 75	-	96221

      = - 21221

แนวข้อสอบ A-LevelA-Level

ลองทำาดู
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ก์ำาห้นด 0 ≤≤  θθ  ≤≤  ππ ให้้ห้าค่าขีอง θθ ที่ทำาให้้

1)	 cos	θ	=	0.8843 2)	 sin	θ	=	0.4780

วิธีทำา 1)	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	cos	0.4858	=	0.8843

	 	 	 ดังนัั�นั	θ	มีค่าเท่ากับ	0.4858

  2)	 เนั่�องจุาก	sin	θ	=	0.4780	มีค่าอยู่รีะหว่าง	sin	0.4974	กับ	sin	0.5003

	 	 	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	sin	0.4974	=	0.4772	แล้ะ	sin	0.5003	=	0.4797

	 	 	 จุากค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิข้างต่้นั	จุะได้ว่า

	 	 	 ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0025	ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	0.0029

	 	 	 ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0008	ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	d	

	 	 	 นัั�นัคือ	 d
0.0029 = 0.0008

0.0025 

	 	 	 	 d	 =	 0.00080.0025 ×  0.0029 

     ≈ 0.0009

	 	 	 จุะได้ว่า	 sin(0.4974	+	0.0009)	 =	 0.4780

	 	 	 	 sin	0.4983	 =	 0.4780	

	 	 	 ดังนัั�นั	θ	มีได้	2	ค่า	คือ	0.4983	หรีือ	π	-	0.4983

กำาหนัด	0	≤  θ  ≤  π	ให้หาค่าของ	θ	ที�ทำาให้

1)	 cos	θ = 0.9013 2)	 sin	θ	=	0.6424

	 นัอกจุากนั้�	ยังสัามารีถ้ใชั้ต่ารีางแสัดงค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิหาค่าของจุำานัวนัจุรีิงหรีือของ

มุม	เมื�อทรีาบค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงหรีือของมุมนัั�นั	ๆ 	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

การีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีโกณมิติ่ของจุำานัวนัจุรีงหรืีอของมุมที�ไม่ได้แสัดงในัต่ารีางโดยใชั้ความรีู้จุาก 

การีเทียบบัญญัติ่ไต่รียางศู์หรืีอสััดสั่วนั	 ถ้้าฟังก์ชัันัต่รีโกณมิติ่ใดมีค่าของฟังก์ชัันัล้ดล้งเมื�อขนัาดของ 

มุมเพัิ�มข่�นั	ค่าที�ได้จุากการีเทียบบัญญัต่ิไต่รียางศู์หรีือสััดสั่วนัต่้องนัำาไป็ล้บออกจุากค่าต่ั�งต่้นั

ข้อควรระวังข้อควรระวัง

ตัวอย่างที่	 24

ลองทำาดู

 

	 เนั่�องจุากค่าของ	sin	θ	เมื�อ 

0 ≤ θ ≤ π	มี	2	ค่า	คือ	sin	θ 

แล้ะ	sin(π - θ)	ดังนัั�นั	ข้อ	2)	

จุ่งได้	θ	 เท่ากับ	 0.4983	 แล้ะ	

π	-	0.4983

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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เกร็ดน่ารู้
เสริมิความร้ิ�ทั่่�วไปทั่่�สอดคล้�อง
กั่บเน้ื้�อหา แนวข้อสอบ A-Level

แนื้วข้�อสอบเพ้ื่�อเข้�าศึึกัษาต่่อ
ในื้ริะด่บอุดมศึึกัษา

คณิตน่ารู้
เสริมิความร้ิ�
หริอ้ข้�อส่งเกัต่
ทั่่�ได�จากัเน้ื้�อหา
ทั่่�เริย่นื้

ลองทำาดู
เพ้ื่�อให�ผู้้�เริย่นื้
ได�ฝึึกัทั่ำาจนื้เกัิด
ความชำำานื้าญ

ข้อควรระวัง
อธิบิายในื้สิ�ง
ทั่่�ผู้้�เริย่นื้ม่กั
เข้�าใจผู้ดิหริอ้
คล้าดเคล้้�อนื้

QR Code
ใชำ�สมาริต์่โฟนื้
เพ้ื่�อสแกันื้เข้�าด้
ส้�อดิจิทั่ล่้เพิื่�มเติ่ม

Thinking Time

คำาถามกัริะตุ่�นื้ให�
ผู้้�เริย่นื้ได�คิดต่่อยอด 

จากัเน้ื้�อหาทั่่�เริย่นื้

กิจกรรมการเรียนรู้เชิงรุก

จุบัคูก่ำบัเพิื�อนิ แล้วพิจิุ�รูณ�สถ�นิกำ�รูณต่ิอไปนีิ�

	 สมมติิว่่านักัเร่ยนเป็็นเจุ้าหน้าที่่�ดูแลคว่ามป็ลอดภัยบริเว่ณช้ายหาด	โดยม่กัล้องเป็็นอุป็กัรณ์

ที่่�ช้่ว่ยในกัารสังเกัติคว่ามเร่ยบร้อย	 ซึ่่�งกัล้องติั�งอยู่กั่�งกัลางขีองขีอบเขีติช้ายหาดที่่�ได้รับมอบ

หมายให้ดูแลและกัล้องได้ติั�งค่าให้สามารถ้เห็นมุมมองขีองบริเว่ณช้ายหาดที่่�ติ้องดูแลที่ั�งหมด

เป็็นดังน้�

ให้้แติ่ละคู่ปฏิบัติิกำิจุกำรูรูมืติ่อไปนิี�

	 1.	 	ให้หาระยะที่างที่ั�งหมดขีองช้ายหาดที่่�เจุ้าหนา้ที่่�ได้รบัมอบหมายให้ดูแล	(ติอบในรูป็ที่ศนยิม	

2	ติำาแหน่ง)

	 2.	 	นักัที่องเที่่�ยว่คคนหน่�งเกัาะอยู่บริเว่ณทีุ่่นส่แดงและส่งสัญญาณขีอคว่ามช้่ว่ยเหลือมายัง

เจุ้าหน้าที่่�	 ถ้้าเจุ้าหน้าที่่�ติ้องขีับเรือที่่�จุอดอยู่บริเว่ณกั่�งกัลางขีองริมช้ายหาดออกัไป็ช้่ว่ย

นกััที่อ่งเที่่�ยว่คนน้�	ซึ่่�งที่ศิที่างกัารขีบัเรือขีนานกับัมมุมองขีองกัลอ้ง	อยากัที่ราบว่า่เจุ้าหนา้ที่่�

ติ้องขีับเรือไป็ในที่ิศที่างใดและเป็็นระยะที่างเที่่าใด	(ติอบในรูป็ที่ศนิยม	2	ติำาแหน่ง)

 ประเทศไทยเป�นเมืองท่องเที�ยว
ยอดนิยม มสีถานที�ทอ่งเที�ยวที�หลากหลาย
และสวยงาม รวมไปถึงการรักษาความ
ปลอดภัยที�ดี ทาํให้มีนักท่องเที�ยวเข้ามา
เที�ยวในประเทศไทยอยูเ่รื�อย ๆ  ซึ�งทะเลใน
ประเทศไทยเป�นอีกหนึ� งแหล่งท่องเที�ยว
ที�น่าสนใจ โดยเฉพาะเกาะต่าง ๆ  เช่น 
เกาะสิมลินั เกาะเตา่ เกาะพงนั เกาะกดู ที�
นักท่องเที�ยวต้องมาสัมผัสความสวยงาม
ของสถานที�เหลา่นี� สักครั�งในชวีติ

E

N

S

W
30	เมติร

50	เมติร

70	ำ

ctivective     earningearningAA LL(( ((
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	 		 3)	 	 2x	+	y	-	2z	 =	 -1	 4)	 	2x	-	y	-	z	+	2t	 =	 -4
     x	+	3z	-	t		=	 2	 	 	 y	-	2z	+	3t		=	 -13

	 		 	 	-2x	+	y	+	2z	+	t		=	 0	 	 	x	-	2y	+	3z	-	t	 =	14
     x	-	y	+	3z	+	t		=	 1	 	 	 y	+	2z	+	t		=	3

	6.	 ให้หาเมทำริกซ์์ผกผันของเมทำริกซ์์ตั่อไปน้�

	 		 1)	

	1		 0			 2				0
-1  -1    1    -1
	2						1				0				3
	1					2				-3				2

   2)

	1	 0	 0				-1
	1	 1				 0					1
	2	 2		 0					0
-1			-2			 2					4

ตรวจสอบตนเอง

หลัังจัากเรียนจับหน่วยแลั้ว	ให้นักเรียนบอกสัญลัักษณ์์ทำี่ตัรงกับระดีับความสามารถของตันเอง

ดีี พัอใชิ้
ควร
ปรบัปรงุ

1.		เข�าใจความหมาย์ของเมทรู้ิกซ์์

2.	สามารู้ถหาผลลัพธี์ของการู้บวกเมทรู้ิกซ์์	การู้ค้ณิเมทรู้ิกซ์์

	 ดั�วย์จำานวนจรู้ิง	การู้ค้ณิรู้ะหว่างเมทรู้ิกซ์์ไดั�

3.		สามารู้ถหาเมทรู้ิกซ์์สลับเปลี�ย์นไดั�

4.	สามารู้ถหาดัีเทอรู้์มิแนนต์ของเมทรู้ิกซ์์ขนาดั	n × n	เม่�อ	n	เป็น	

	 จำานวนนับที�ไม่เกินสามไดั�

5.	สามารู้ถหาเมทรู้ิกซ์์ผกผันของเมทรู้ิกซ์์ขนาดั	2 × 2	ไดั�

6.		สามารู้ถแก�รู้ะบบสมการู้เชิิงเส�นโดัย์ใชิ�การู้กำาจัดัตัวแปรู้

	 เมทรู้ิกซ์์ผกผัน	 กฎีของครู้าเมอรู้์	 และการู้ดัำาเนินการู้ตามแถวไดั�

แนะแนวคิด

ãªŒÊÁºÑµÔ¢Í§´Õà·ÍÃ�ÁÔá¹¹µ�
à¾×èÍµÃÇ¨ÊÍºÇ‹ÒàÁ·ÃÔ¡«�
ã¹¢ŒÍ 1) áÅÐ 2) à»š¹
àÁ·ÃÔ¡«�àÍ¡°Ò¹ËÃ×ÍäÁ‹
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กิจกรรมคณิตศาสตร์
เพ้ื่�อส่งเสริมิกัาริเริย่นื้ริ�
แบบ Active Learning

คณิตศาสตร์ศาสตร์ ในชีวิตจริง พระปรางควัดอรุณราชวรารามราชวรมหาวิหาร

	 สัธุ์เีดนิัทางไป็ชัมพัรีะป็รีางคที์�วัดอรีณุ	ฯ	เมื�อไป็ถ้ง่เขายืนัอยูริ่ีมฝังแมน่ัำ�าเจุ้าพัรีะยาซ่�งอยูต่่รีงขา้ม

กับพัรีะป็รีางค์วัดอรีุณฯ	ซ่�งมีความสัูง	81.85	เมต่รี	อยากทรีาบว่า

	 1.	 	สัุธ์ีอยู่ห่างจุากพัรีะป็รีางค์เป็็นัรีะยะทางเท่าใด	เมื�อเขามองไป็ยังยอดพัรีะป็รีางค์เป็็นัมุมเงย

เท่ากับ	75	ำ

	 2.	 	ถ้้าสัุธ์ีเดินัเข้าใกล้้พัรีะป็รีางค์ไป็อีก	5	เมต่รี	แล้้วมองไป็ยังยอดพัรีะป็รีางค์อีกครีั�ง	นัักเรีียนั

คิดว่าเขาจุะมองเห็นัยอดพัรีะป็รีางค์ด้วยมุมเงยมากกว่าหรีือนั้อยกว่าเดิม	ให้อธ์ิบายโดยใชั้

หล้ักการีของต่รีีโกณมิต่ิ

ส่ถ้านก์ารณ์

	 พัรีะป็รีางควั์ดอรุีณรีาชัวรีารีามรีาชัวรีมหาวิหารี	หรีือเรีียกสัั�นั	ๆ 	ว่า	พัรีะป็รีางควั์ดอรุีณฯ	เป็็นัหนั่�ง

ในัสัถ้าป็ัต่ยกรีรีมที�สัวยงามที�สัุดแห่งหนั่�งของกรีุงรีัต่นัโกสัินัทรี์	 แล้ะมีความสัูง	 81.85	 เมต่รี	 ซ่�งเป็็นั

พัรีะป็รีางค์ที�มีความสัูงที�สัุดในัโล้ก

ฟงกชันตรีโกณมิติ 115

คณิตศาสตร์ ในชีวิตจริง
ทั่่�เชำ้�อมโยงความร้ิ�คณิิต่ศึาสต่ริ์
ไปใชำ�ในื้ชำว่ิต่จริงิ

 5.  ให้้ห้าค่าขีอง cos θθ และ sin θθ ต่่อไปน้� เม่่อ θθ เป็นจุำานวนจุริง

1) θ = 3π + π6 2) θ = 5π - π4 3) θ = -π - π4 4)	 θ = -2π + π6

 6. ก์ ำาห้นด sin θθ = 12 และ cos θθ = 
  3
2  ให้้ห้าค่าขีอง

	 1)	 sin	(-π + θ)	 2)	 cos	(-π + θ)

	 3)	 sin	(-π - θ)		 4)	 cos	(-π - θ)

	 5)	 sin	(-2π + θ)		 6)	 cos	(-2π + θ)

	 7)	 sin	(-2π - θ)	 8)	 cos	(-2π - θ)

	 9)	 sin	(θ	-	4π)	 10)	 cos	(θ	-	7π)

 1. ให้้เขีียนจุุดปลายส่่วนโค้งที่ยาว ∣θθ∣ ห้น่วย ขีอง θθ ต่่อไปน้� ในรูป (cos θθ, sin θθ)
 1) 0 2) 10π 3) - 3π

2
	 4)	 -10π

 2. ให้้ห้าค่าขีอง cos θθ และ sin θθ ต่่อไปน้� เม่่อ θθ เป็นจุำานวนจุริง

1) θ	=	4π + π3 2) θ = 19π
3   3) θ = 31π

4 	 4)	 θ = - 29π
6

 3. ก์ ำาห้นด sin θθ =   32  และ cos θθ = 12 ให้้ห้าค่าขีอง

1)	 sin	(-θ)	 2)	 cos	(-θ)

	 3)	 sin	(π - θ)		 4)	 cos	(π - θ)

	 5)	 sin	(π + θ)		 6)	 cos	(π + θ)

	 7)	 sin	(2π - θ)		 8)	 cos	(2π - θ)

	 9)	 sin	(2π + θ)		 10)	 cos	(2π + θ)

 4.  ให้้ห้าจุำานวนจุริง θθ ที่ส่อดคล้องก์ับฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้� 

เม่่อ -4ππ ≤ θθ ≤ 4ππ

1) sin	θ = - 12	 2)	 sin	θ =   32 	 3)	 cos	θ = - 12 4)	 cos	θ = -   22

 7.  ก์ ำาห้นด sin ((- 91ππ
18 )) = 0.17 ให้้ห้าจุำานวนจุริง θθ ที่ทำาให้้ sin θθ = sin ((- 91ππ

18 )) มา 4 จุำานวน
   เม่่อ -10ππ ≤ θθ ≤ 10ππ พร้อมอธิบายเห้ตุ่ผลประก์อบ

แบบฝกทักษะ	 1.2
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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แบบฝึกทักษะ
แบ่งริะด่บความยากังา่ยเหมาะสม
กั่บริะด่บกัาริเริย่นื้ริ�ข้องผู้้�เริย่นื้

แนะแนวคิด
เทั่คนิื้คต่่าง ๆ  ทั่่�ชำ่�แนื้ะวิธิก่ัาริ
แกั�โจทั่ย์ทั่างคณิิต่ศึาสต่ริ์

ตรวจสอบตนเอง

แบบปริะเมินื้เพ้ื่�อให�ผู้้�เริย่นื้ 

สามาริถต่ริวจสอบความร้ิ� 
ความเข้�าใจข้องต่นื้เอง

กัิจกัริริมทั่่�เนื้�นื้ให�ผู้้�เริย่นื้ 

ได�ล้งม้อปฏิิบ่ต่ิจริงิ เพ้ื่�อให� 

เกัิดกัาริเริย่นื้ริ� แล้ะสริ�าง
องค์ความร้ิ�ด�วยต่่วเอง

กิจกรรมการเรียนรู้เชิงรุก 
(Active Learning)

สรุป
แนวคิดหลักแนวคิดหลัก ฟงกชันตรีโกณมิติ

•  วงกลมที่เป็นกราฟของความสัมพันธ์ {(x, y)∊RR × RR ∙ x2 + y2 = 1} เรยีกว่า วงกลมหน่ึงหน่วย 
(unit	circle)

•  การวัดความยาวส่วนโค้งและพิกัดของจุดปลายส่วนโค้งบนวงกลมหน่ึงหน่วย เป็นดังน้ี

การวัดความยาวสวนโคงและพิกัดของจุดปลายสวนโคง

θ > 0

θ < 0

O

p(θ)

p(θ)

(1,	0)(-1,	0)

Y

(0,	-1)

(0,	1)

X

θ > 0  จะวัดส่วนโค้งจากจุด (1, 0) ไปในทศิทาง
ทวนเข็มนาฬิกาเป็นระยะ θ หน่วย

θ = 0 จุดปลายส่วนโค้ง คือ จุด (1, 0)
θ < 0  จะวัดส่วนโค้งจากจุด (1, 0) ไปในทศิทาง

ตามเข็มนาฬิกาเป็นระยะ ∙θ∙ หน่วย

ฟงกชันตรีโกณมิติอื่น ๆ

1.	 tan	θ  = sin	θ
cosθ

เมื่อ	cos	θ ≠ 0

	 2.	cot	θ  = cos	θ
sinθ

  เมื่อ	sin	θ ≠ 0

	 3.	sec	θ  = 1
cosθ

  เมื่อ	cos	θ ≠ 0

	 4.	cosec	θ  = 1
sinθ

  เมื่อ	sin	θ ≠ 0

•  ฟ�งก์ชนัไซน์และฟ�งก์ชนัโคไซน์
- ฟังก์ชนัโคไซน์ คือ	f	=	{(θ, x)∊RR × RR ∙ x	=	cos	θ}
- ฟังก์ชนัไซน์ คือ	g	=	{(θ, y)∊RR × RR ∙	y	=	sin	θ}

•  ค่าของฟ�งก์ชนัไซน์และฟ�งก์ชนัโคไซน์
ของจํานวนจรงิ
กําหนด θ เป็นจํานวนจรงิ จะได้ว่า

คาของฟงกชันไซนและฟงกชันโคไซน

1.	cos	(-θ)	=	cos	θ
	 2.	sin	(-θ)		=	-sin	θ

sin	(π - α)	=	sin	α
cos	(π - α) = -cos α

sin (π + α) = -sin α

cos (π + α) = -cos α

sin	(2nπ + α)	=	sin α

cos	(2nπ + α)	=	cos	α

sin (2π - α) = -sin	α
cos (2π - α)	=	cos	α

X

Y

O

•  กําหนด θ เป็นจํานวนจรงิ จะได้ว่า

ทกุฟังก์ชนัมีค่าเป็น
จํานวนจรงิบวก

sin	θ และ	cosec	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

cos	θ และ	sec	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

tan	θ และ	cot	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

Q1Q2

Q4Q3

Y

xO
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สรุปแนวคิดหลัก
โดยริวมข้องหน่ื้วย
กัาริเริย่นื้ริ�เพ้ื่�อทั่บทั่วนื้
ความร้ิ�ให�แกั่ผู้้�เริย่นื้

แบบฝึกทักษะ 
ประจำาหน่วยการเรียนรู้
เพ้ื่�อปริะเมินื้ความร้ิ�
ความเข้�าใจข้องผู้้�เริย่นื้
ปริะจำาหน่ื้วยกัาริเริย่นื้ริ�

ประจําหนวยการเรียนรูท่ีประจําหนวยการเรียนรูท่ี 22
แบบฝกทักษะ

คําชี้แจง : ให้นักเรียนตัอบคำาถามตั่อไปน้�

 1. กำาหนดั	 x	+	y	 			5
		-5	 					x	-	y

	=	 				2								x - 3
2y	+	7						14

	ค่าของ	2x -	3y	เท่ากับเท่าใดั

 2. กำาหนดั	A	=	 	-2	 	5	
 4  -1

และ	B	=	  4    3 
-1			2

	ค่าของ	2A - Bt	เท่ากับเท่าใดั

 3. กำาหนดั	A	=	 2		-1			4
3			0				5

	และ	B	=	
		1						0
	-1					2
 4     -3

	ให�หา	AB	และ	BA

 4.  กำาหนดั	A	=	 	2	 -6	
-1   4

	ให�หา	A-1

 5.  กำาหนดั	 x
2   4
x     1

	=	 4   8 
2			3

	ค่าของ	x	เท่ากับเท่าใดั

 6.  กำาหนดั	A	=	
	2				1				-3
-1				0				2
	3				-2				5

	ค่าของ	C23(A)	+	M32(A)	เท่ากับเท่าใดั

 7.  กำาหนดั	A	=	  -3   4 
	2				5

	และ	B	=	 4   -1
0				3

	ให�หา

	 1)	 det(A	+	B)

	 3)	 det(AB)

	 2)	 det(A	+	B)t

	 4)	 det(A	+	B)-1

 8. กำาหนดั	A	=	
0				-1				2
-3				0					3
	0				-2				4

	ค่าของ	det(A)	เท่ากับเท่าใดั

 9. กำาหนดั	A	=	
1			-1		 2
3     1    -3
0			-2				4

	ค่าของ	det(adj(A))	เท่ากับเท่าใดั

 10. ให�แก�รู้ะบบสมการู้ต่อไปน้�	โดัย์ใชิ�เมทรู้ิกซ์์
   x	-	3z	 =	 -2
   3x	+	y	-	2z	 =	 5
	 	 	2x	+	2y	+	z	 =	 4

เมทริกซ 205
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สารบัญสารบัญ  คณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 เล่ม 1 คำาอธิบายคำาอธิบาย รายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์ เล่ม 1 กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์

ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี 5 เวลา 80 ชั่วโมง

 ศึกษาเกี่ยวกับฟงกชันตรีโกณมิติ การวัดความยาวสวนโคงและพิกัดของจุดปลายสวนโคง คาของ

ฟงกชันไซนและโคไซน ฟงกชันตรีโกณมิติอื่น ๆ  ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม การใชตารางคาฟงกชันตรีโกณมิติ

กราฟของฟงกชนัตรโีกณมติ ิฟงกชนัตรโีกณมติขิองผลบวกและผลตางของจํานวนจรงิหรอืมมุ ฟงกชนัตรโีกณมติิ

ของสองเทา สามเทา และครึ�งเทาของจํานวนจรงิหรอืมมุ ความสมัพนัธระหวางผลบวก ผลตางและผลคณูของ

ฟงกชันตรีโกณมิติ ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ เอกลักษณและสมการตรีโกณมิติ กฎของไซนและโคไซน

และการหาระยะทางและความสงู ระบบสมการเชงิเสน การหาเมทรกิซผกผันของเมทรกิซ 2 × 2 ดเีทอรมแินนต

ของเมทริกซ n × n เมื่อ n เปนจํานวนนับที่ไมเกินสาม และการใชเมทริกซแกระบบสมการเชิงเสน ระบบ

พกิดัฉากสามมติ ิเวกเตอร เวกเตอรในระบบพกิดัฉาก ผลคณูเชงิสเกลาร ผลคณูเชงิเวกเตอร และการนําเวกเตอร

ในสามมิติไปใชในการแกปญหา

 โดยการจัดประสบการณหรือสรางสถานการณในชีวิตประจําวันที่ใกลตัวใหผูเรียนไดศึกษา คนควา 

ฝกทกัษะ โดยการปฏบัิตจิรงิ ทดลอง สรปุ รายงาน เพือ่พฒันาทักษะ กระบวนการในการคดิคํานวณ การแกปญหา

การใหเหตุผล การสื่อความหมายทางคณิตศาสตร และนําประสบการณดานความรู ความคิด ทักษะและ

กระบวนการที่ไดไปใช ในการเรียนรูสิ�งตาง ๆ  และใชในชีวิตประจําวันอยางสรางสรรค 

 เพือ่ใหเหน็คณุคาและมเีจตคตทิีด่ตีอคณติศาสตร สามารถทํางานไดอยางเปนระบบ มรีะเบียบ รอบคอบ 

มีความรับผิดชอบ มีวิจารณญาณ มีความคิดริเริ�มสรางสรรค และมีความเชื่อมั�นในตนเอง

ผลการเรียนรู้

1. เขาใจฟงกชันตรีโกณมิติและลักษณะกราฟของฟงกชันตรีโกณมิติ และนําไปใช ในการแกปญหา

2. แกสมการตรีโกณมิติ และนําไปใช ในการแกปญหา 

3. ใชกฎของโคไซนและกฎของไซน ในการแกปญหา 

4.  เขาใจความหมาย หาผลลัพธของการบวกเมทรกิซ การคณูเมทริกซกับจํานวนจรงิ การคณูระหวาง

เมทริกซ และหาเมทริกซสลับเปลี่ยน หาดีเทอรมิแนนตของเมทริกซ n × n เมื่อ n เปนจํานวนนับ

ที่ไมเกินสาม 

 5. หาเมทริกซผกผันของเมทริกซ 2 × 2 

    6. แกระบบสมการเชิงเสนโดยใชเมทริกซผกผัน และการดําเนินการตามแถว

    7.  หาผลลัพธของการบวก การลบเวกเตอร การคูณเวกเตอรดวยสเกลาร หาผลคูณเชิงสเกลาร

และผลคูณเชิงเวกเตอร

     8. นําความรูเกี่ยวกับเวกเตอร ในสามมิติไปใช ในการแกปญหา

รวม 8 ผลการเรียนรู



1 ฟงกชันตรีโกณมิติ

ผลการเรียนรู้

•	 	เข้าใจุฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิแล้ะล้ักษณะกรีาฟของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	
แล้ะนัำาไป็ใชั้ในัการีแก้ป็ัญหา

•	 แก้สัมการีต่รีีโกณมิต่ิ	แล้ะนัำาไป็ใชั้ในัการีแก้ป็ัญหา	
•	 ใชั้กฎของโคไซนั์แล้ะกฎของไซนั์ในัการีแก้ป็ัญหา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

•	 ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ
•	 ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิผกผันั
•	 เอกล้ักษณ์แล้ะสัมการีต่รีีโกณมิต่ิ
•	 กฎของโคไซนั์แล้ะกฎของไซนั์

นักเรยีนคิดว่า GPS 
มีความเก่ียวข้องกับ

ฟังก์ชนัตรโีกณมิติอย่างไร

Ë¹‹ÇÂ¡ÒÃàÃÕÂ¹ÃÙŒ·Õè

“GPS เป็็นื่เที่คืâนื่âลยู่่ที่่� ãªŒª�วยู่ãนื่การรÐบุµÓáหนื่�ง¢องวัµ¶ุหร่อ
บุคืคืลบนื่¾่�นื่ผ่Ôวâลกâดยู่ãªŒการส�งคืล่�นื่สัÞÞา³จาก¾่�นื่ผ่Ôวâลก
äป็ยัู่งดาวเที่ยู่่ม จากนัื่�นื่จ่งส�งµ�อกลบัมายัู่งผ่่Œรับที่่�อยู่่�บนื่¾่�นื่ผ่Ôวâลก
อ่กคืรั�งหนื่่�ง”

ควรรูกอนเรียนควรรูกอนเรียน 
Y
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0-1-2-3 1 2 3
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-3

X

จุตุ่ภาคที�	1จุตุ่ภาคที�	2

จุตุ่ภาคที�	3 จุตุ่ภาคที�	4
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E
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a
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a

b

bb

c
a

A

B

Cb

กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	AB
หรีือพัื�นัที�ของ	□ ABDE

กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	BC
หรีือพัื�นัที�ของ	□ BCHI

กำาล้ังสัองของความยาวด้านั	AC
หรีือพัื�นัที�ของ	□ ACFG

a2  +  b2  =  c2

 ก์ราฟัขีองคู่อันดับบนระบบพิก์ัดฉาก์

	 	 	 จุากรีะบบพัิกัดฉาก	จุะได้ว่า	

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	1	แล้้ว	x >	0	แล้ะ	y	> 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	2	แล้้ว	x <	0	แล้ะ	y	> 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	3	แล้้ว	x <	0	แล้ะ	y	< 0

	 	 	 ถ้้าคู่อันัดับ	(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	4	แล้้ว	x >	0	แล้ะ	y	< 0

 ทฤษฎีบทพีทาโก์รัส่

	 	 	 จุากรีูป็	สัามารีถ้สัรีุป็เป็็นัทฤษฎีบทพัีทาโกรีัสัได้	2	แบบ	ดังนั้�

	 	 	 1.	 	ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	 กำาลั้งสัองของความยาวของด้านั

ต่รีงข้ามมุมฉากเท่ากับผล้บวกของกำาล้ังสัองของความยาว

ของด้านัป็รีะกอบมุมฉาก

	 	 	 2.	 	ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	 พัื�นัที�ของรูีป็สัี�เหล้ี�ยมจุัตุ่รีัสับนั

ดา้นัต่รีงขา้มมมุฉากเทา่กบัผล้บวกของพัื�นัที�ของรีปู็สัี�เหล้ี�ยม

จุัตุ่รีัสับนัด้านัป็รีะกอบมุมฉาก

 อัต่ราส่่วนต่รีโก์ณมิต่ิ

	 	 	 ไซนั์ของมุม	A	หรีือ	sin	A		 คือ	
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 โคไซนั์ของมุม	A	หรีือ	cos	A		 คือ	
ความยาวของด้านัป็รีะชัิดมุม	A

ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 แทนัเจุนัต่์ของมุม	A	หรีือ	tan	A	คือ	
ความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวของด้านัป็รีะชัิดมุม	A

แบบทดสอบ
พื้นึ่ฐานึ่ก่อนึ่เรียนึ่

 www.aksorn.com/qrcode/b361102 3



	 นัักเรีียนัเคยทรีาบมาแล้้วว่า	 ความสััมพัันัธ์์	 {(x, y)∊RR × RR ∙∙ x2 + y2 = r2}	 เป็็นั 

ความสััมพัันัธ์์ที�มีกรีาฟเป็็นัวงกล้มที�มีจุุดศููนัย์กล้างอยู่ที�จุุดกำาเนัิด	 รัีศูมียาว	 r	 หนั่วย	 แต่่ถ้้า 

ความสัมัพันััธ์	์{(x, y)∊RR × RR ∙∙ x2 + y2	=	1}	เป็็นัความสััมพัันัธ์ท์ี�มกีรีาฟเป็น็ัวงกล้ม	มีจุดุศูนูัย์กล้าง

อยู่ที�จุุดกำาเนัิด	รีัศูมียาว	1	หนั่วย	แล้ะมีความยาวเสั้นัรีอบวงเท่ากับ	2π	หนั่วย	เรีียกวงกล้มนั้�ว่า 

วงกล้มหนั่�งหนั่วย	(unit	circle)

	 วงกล้มหนั่�งหนั่วย	เมื�อวัดรีะยะจุากจุุด	(1,	0)	ไป็บนัสั่วนัโค้งของวงกล้มเป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย 

จุะมีจุุดสัิ�นัสัุดเพัียง	1	จุุดเท่านัั�นั	คือ	จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งคู่อันัดับ	(x,	y)	ดังรีูป็

	 จุากรีูป็ที�	1	ถ้้า	θ > 0	ให้วัดจุากจุุด	(1,	0)	ไป็บนัสั่วนัโค้งของวงกล้มหนั่�งหนั่วยไป็ในัทิศูทาง 

ทวนัเข็มนัาฬิกาเป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย

	 จุากรีูป็ที�	2	ถ้้า	θ <	0	ให้วัดจุากจุุด	(1,	0)	ไป็บนัสั่วนัโค้งของวงกล้มหนั่�งหนั่วยไป็ในัทิศูทาง 

ต่ามเข็มนัาฬิิกาเป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย

รูปที่ 1  θ > 0

O

(x, y)

(1, 0)
(-1, 0)

Y

(0, -1)

(0, 1)

X

θ

Y

(1, 0)(-1, 0)

(0, -1)
(x, y)

O

(0, 1)

X

รูปที่ 2  θ < 0

θ

1.1 การวัดความยาวส่วนโค้งและพิกัดของจุดปลายส่วนโค้ง
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	 รีูป็ต่่อไป็นั้�	เป็็นัการีแสัดงต่ำาแหนั่งของจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งของวงกล้มหนั่�งหนั่วย	เมื�อกำาหนัด	θ 

ให้มีค่าต่่าง	ๆ 	กันั	ดังนั้�

รูปที่ 3  θ = π
2
  

รูปที่ 5  θ = 3π
2

  

รูปที่ 7  θ = 5π
2

รูปที่ 4  θ = π

รูปที่ 6  θ = 2π

รูปที่ 8  θ = - π
2
  

Y

(1, 0)
X

(0, -1)

Y

(1, 0)
X

Y

(1, 0)

(0, -1)

X

Y

(1, 0)
X

(0, 1)
Y

(1, 0)(-1, 0)
X

Y

(1, 0)

(0, 1)

X

O

O

O

O

O

O
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Y

(1, 0)(-1, 0)
X

Y

(1, 0)

(0, 1)

X

Y

(1, 0)
X

Y

(1, 0)
X

(0, -1)

รูปที่ 10  θ = - 3π
2  

รูปที่ 12  θ = - 9π
2  

รูปที่ 9  θ = -π

รูปที่ 11  θ = -2π

	 จุากรีูป็ที�	3-6	แล้ะ	8-11	จุะเห็นัว่า	 ∙θ∙ ≤ 2π	แสัดงว่า 

วัดความยาวสั่วนัโค้งจุากจุุด	(1,	0)	ไม่เกินั	1	รีอบ	แต่่รีูป็ที�	7	

แล้ะ	12	จุะเห็นัว่า	 ∙θ∙ > 2π	แสัดงว่า	 วัดความยาวสั่วนัโค้ง

จุากจุุด	(1,	0)	เกินั	1	รีอบ

O

O

O

O

Thinking TimeThinking Time

 ให้นัักเรีียนัต่อบคำาถ้ามต่่อไป็นั้�

	 1)	 จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙θ∙	หนั่วย	บนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยของรีูป็ที�	3-12	เป็็นัเท่าใด

	 2)	 	จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	 ∙θ∙	หนั่วย	บนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยของรีูป็ที�	 3-12	 รีูป็ใดบ้าง 

ที�เป็็นัจุุดเดียวกันั

	 3)	 	ถ้้าวัดรีะยะจุากจุุด	(1,	0)	ไป็บนัสั่วนัโค้งของวงกล้มเป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย	ด้วย	θ	ที� 

แต่กต่า่งกนััหล้ายคา่	แล้ว้พักิดัของจุดุป็ล้ายสัว่นัโคง้ที�ยาว	∙θ∙	หนัว่ย	จุะเป็น็ัจุดุเดยีวกนัั 

ได้หรีือไม่	เพัรีาะเหตุ่ใด

 

วงกล้มหนั่�งหนั่วยเป็็นัวงกล้มที�มี 

รีศัูมเีทา่กบั	1	หนัว่ย	ดงันัั�นั	วงกล้ม 

หนั่�งหนั่วยจุะมีเสั้นัรีอบวงยาว

เท่ากับ	2π(1)	=	2π	หนั่วย

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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	 ในัหัวข้อนั้�	นัักเรีียนัจุะได้ศู่กษาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคโซนั์ของจุำานัวนัจุรีิง	ซ่�งต่้อง 

ใชั้การีเชัื�อมโยงความรีู้จุากการีหาภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุดป็ล้ายส่ัวนัโค้งบนัวงกล้ม 

หนั่�งหนั่วยที�ยาว	∙θ∙	หนั่วย	เมื�อ	θ	เป็็นัจุำานัวนัจุรีิงบวก	โดยมีแกนั	X	หรีือแกนั	Y	เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั

1.	 	ฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์	(Sine	Function	and	Cosine 
Function)

	 	 	 	 พัิจุารีณาพัิกัดของ	(x,	y)	จุะเห็นัว่า

	 	 	 เมื�อ	 θ	=	0		 จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙0∙  มีพัิกัด	(1,	0)

    θ = π
2
	 จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว ∣π2 ∣  มีพัิกัด	(0,	1)

    θ = π		 จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙π∙	 มีพัิกัด	(-1,	0)

    θ = 3π
2
	 จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∣3π

2 ∣ มีพัิกัด	(0,	-1)
    θ = 2π		จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙2π∙	 มีพัิกัด	(1,	0)

	 จุง่กล่้าวได้วา่	ค่าของ	θ	หนั่�งคา่	จุะกำาหนัดพิักดั	(x,	y)	ซ่�งเป็น็ัจุดุบนัวงกล้มหน่ั�งหน่ัวยได้เพัยีง 
พักิดัเดยีว	นัั�นัคอื	θ	หนั่�งคา่	กำาหนัดคา่ของ	x	ไดห้นั่�งคา่	แล้ะกำาหนัดคา่ของ	y	ไดห้นั่�งคา่	ดงัต่ารีาง

θθ 0 π
2
 π 3π

2
 2π

x 1 0 -1 0 1

y 0 1 0 -1 0

	 จุากต่ารีางเขียนัความสััมพัันัธ์์รีะหว่าง	θ	กับ	x	ได้	ดังนั้�	

{(0,	1),	(π2 , 0),	(π, -1), (3π
2

, 0),	(2π, 1)}
	 ถ้้า	f	เป็็นัความสััมพัันัธ์์รีะหว่าง	θ	กับ	x	ซ่�งไม่มีสัองคู่อันัดับใดใชั้สัมาชัิกต่ัวหนั้าซำ�า
	 จุะได้ว่า	f	=	{(θ, x)∊RR × RR ∙ x =	f(θ)}
 เรีียกความสััมพัันัธ์์นั้�ว่า	ฟัังก์์ชัันโคไซน์	เมื�อ	x	=	cosine	θ	หรีือ	x	=	cos	θ 
 ดังนัั�นั	f	=	{(θ, x)∊RR × RR ∙ x =	cos	θ}
	 จุากต่ารีางเขียนัความสััมพัันัธ์์รีะหว่าง	θ	กับ	y	ได้	ดังนั้�	

{(0,	0),	(π2, 1),	(π, 0), (3π
2

, -1),	(2π, 0)}

Y

(1, 0)(-1, 0)

(0, -1)

(0, 1)
(x, y)

X

รูปที่ 13

O

1.2 ค่าของฟังก์ชันไซน์และฟังก์ชันโคไซน์

วงกลมหนึ่่�งหนึ่่วย
 www.aksorn.com/simulation/mat09166
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 ถ้้า	g	เป็็นัความสััมพัันัธ์์รีะหว่าง	θ	กับ	y	ซ่�งไม่มีสัองคู่อันัดับใดใชั้สัมาชัิกต่ัวหนั้าซำ�า

	 จุะได้ว่า	g	=	{(θ, y)∊RR × RR ∙ y =	g(θ)}

	 เรีียกความสััมพัันัธ์์นั้�ว่า	ฟัังก์์ชัันไซน์	เมื�อ	y	=	sine	θ	หรีือ	y	=	sin	θ

 ดังนัั�นั	g	=	{(θ, y)∊RR × RR ∙ y =	sin	θ}
	 จุากวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�มีจุุดศููนัย์กล้างอยู่ที�จุุดกำาเนัิด	เป็็นักรีาฟของความสััมพัันัธ์์	{(x, y)∊ 
RR × RR ∙ x2 + y2	=	1}	จุะเห็นัว่า	-1	≤ y ≤	1	แล้ะ	-1	≤ x ≤	1	ดังนัั�นั	ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะ
ฟังก์ชัันัโคไซนั์เป็็นัจุำานัวนัจุรีิงต่ั�งแต่่	-1	ถ้่ง	1

	 จุากสัมการี	x2 + y2 = 1, x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	จุะได้ความสััมพัันัธ์์ของ	sin	θ	แล้ะ	
cos	θ	ดังนั้�

cos2 θ	+	sin2 θ	=	1	เมื�อ	θ	เป็็นัจุำานัวนัจุรีิง

2.	ค่าของฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์

	 	 	 	 		 จุากรีูป็วงกล้มหน่ั�งหนั่วยแล้ะความสััมพัันัธ์	์ 

x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	จุะเห็นัว่า	ถ้้าจุุดป็ล้าย
สั่วนัโค้งที�ยาว	∙θ∙	มีพัิกัด	(x,	y)	แล้้วพัิกัด	(x, y)
จุะเขียนัแทนัด้วย	(cos	θ,	sin	θ)	ดังต่ัวอย่าง

O

Y

(1, 0)

(x, y)

X

รูปที่ 14

ให้้เขีียนจุุดปลายส่่วนโค้งที่ยาว ∙∙θθ∙∙ ห้น่วย ขีอง θθ ต่่อไปน้� ในรูป (cos θθ, sin θθ)

1) π 2) π
2 3) -2π  4) - 3π

2

วิธีทำา 1) (cos	π,	sin	π) 2) (cos	π2,	sin	
π
2)

 3) (cos	(-2π),	sin	(-2π)) 4) (cos	(- 3π
2 ),	sin	(- 3π

2 ))

ให้เขียนัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙θ∙	หนั่วย	ของ	θ	ต่่อไป็นั้�	ในัรีูป็	(cos	θ,	sin	θ)

1) 2π 2) 3π
2  3) - π2  4)	 -π 

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	 1

8

     จุาก์รูปวงก์ลมห้น่�งห้น่วยที่ก์ำาห้นด ให้้ห้าค่าขีอง

ฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้�

    1)	 sin 0 2)	 cos π2  

    3)	 sin 3π
2  4)	 cos 2π

    5)	 sin (- π2) 6) cos (- 3π
2 ) 

    7)	 sin (-π) 8) cos (-2π)

วิธีทำา	 จุากความสััมพัันัธ์์	x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	จุะได้ว่า
 1)	 sin	0	=	0	 2)	 cos	π2 = 0

 3)	 sin	3π
2  = -1 4)	 cos	2π = 1

 5)	 sin	(- π2 ) = -1 6)	 cos	(- 3π
2 ) = 0

 7)	 sin	(-π) = 0 8)	 cos	(-2π) = 1

Y

O (1, 0)
(-1, 0)

(0, -1)

(0, 1)

X

Y

O (1, 0)
(-1, 0)

(0, -1)

(0, 1)

X

	 	จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วยที�กำาหนัด	 ให้หาค่าของ

ฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�

	 1)	 cos	0	 2)	 sin π2
	 3)	 cos 3π

2 	 4)	 sin	2π

 5)	 cos	(- π2 )  6)	 sin (- 3π
2 )

 7)	 cos	(-π)	 8)	 sin	(-2π)

ให้	P(θ) แทนัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	∙θ∙	หนั่วย

จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	จุะได้ว่า

P(nπ)	=	(1,	0)		 เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัคู่

P(nπ)	=	(-1,	0)		 เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัคี�

รูปที่ 15

Y

O (1, 0)
(-1, 0)

(0, -1)

(0, 1)

X

ตัวอย่างที่	 2

ลองทำาดู

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 9



 การีหาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ของจุำานัวนัจุรีิงบวก

 1) ก์ารห้าค่าขีอง sin ππ
4
 และ cos ππ

4

	 	 จุากรีูป็ที�	16	กำาหนัดจุุด	P(x,	y)	เป็็นัจุุดก่�งกล้างของสั่วนัโค้ง	AB

	 	 เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	AB	ยาว	π
2
	หนั่วย

	 	 แสัดงว่า	สั่วนัโค้ง	PA	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	PB	ซ่�งยาว	π
4
	หนั่วย

	 	 จุะได้ว่า	คอรี์ด	PA	ยาวเท่ากับคอรี์ด	PB

	 ดังนัั�นั		 PA	 =	 PB

   (x - 1)2	+	(y	-	0)2 =   (x - 0)2	+	(y	-	1)2

 x2 - 2x + 1 + y2 = x2 + y2 - 2y + 1

 x = y

	 จุาก	 x2 + y2	 =	 1	 	 (สัมการีวงกล้มของวงกล้มหนั่�งหน่ัวย)

	 จุะได้ว่า	 2x2 = 1

 x = ± 1
  2

  เนั่�องจุากจุุด	P(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	1	จุะได้ว่า	x >	0	แล้ะ	y	> 0

	 ดังนัั�นั	x = 1
  2

 =   22 	แล้ะ	y	= 1
  2

 =   22

	 นัั�นัคือ	จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	π4	หนั่วย	คือ	จุุด	(  22 ,   22 )
	 จุะได้ว่า	cos	π4 = 

  2
2 	แล้ะ	sin	π4 = 

  2
2

รูปที่ 16

O

Y

A(1, 0)

B(0, 1)
P(x, y)

X
O

Y

(1, 0)

P‴P″

P′

X

รูปที่ 17

P( 22 ,  2
2 )

10

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้� โดยใชั้วงก์ลมห้น่�งห้น่วย

1) cos	3π
4  2) sin	3π

4  3) cos	5π
4  4) sin	5π

4

5) cos	(- π4) 6) sin	(- π4) 7) cos	(- 3π
4 ) 8) sin	(- 3π

4 )

วิธีทำา	 	 จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	จุะได้ว่า

	 	 	จุุด	 (  22 ,   2
2 ), (-   22 ,   2

2 ), (-   22 , -   22 ) 
แล้ะ	(  22 , -   22 )	เป็น็ัจุดุป็ล้ายส่ัวนัโค้งบนัวงกล้ม 
หนั่�งหน่ัวยที�ยาว	 ∣π4∣, ∣3π

4 ∣, ∣5π
4 ∣	 แล้ะ	 ∣7π

4 ∣ 
ต่ามล้ำาดับ	เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)

	 	ในัทำานัองเดียวกันั	จุุด	(  22 , -   22 ), (-   22 , -   22 ), (-   22 ,   22 )	แล้ะ	(  22 ,   22 )	ก็เป็็นั 
จุดุป็ล้ายสัว่นัโคง้บนัวงกล้มหนั่�งหนัว่ยที�ยาว	∣- π4∣, ∣- 

3π
4 ∣, ∣- 5π

4 ∣	แล้ะ	∣- 7π
4 ∣	ต่ามล้ำาดบั	 

เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)	เชั่นักันั

	 	จุากความสััมพัันัธ์์	x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	เมื�อ	(x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนั

วงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย	จุะได้ว่า

 1)	 cos	3π
4  = -   22  2)	 sin	3π

4  =   22

 3)	 cos	5π
4  = -   22  4)	 sin	5π

4  = -   22

 5)	 cos	(- π4 ) = 
  2
2  6)	 sin	(- π4) = - 

  2
2

 7)	 cos	(- 3π
4 ) = -   22  8)	 sin	(- 3π

4 ) = -   22

  จุากรูีป็ที�	 17	 นัักเรีียนัสัามารีถ้หาค่าของฟังก์ชัันัไซน์ัแล้ะฟังก์ชัันัโคไซน์ัของจุำานัวนัจุริีง 

2nπ ± π
4,	2nπ ± 3π

4 ,	2nπ ± 5π
4 	แล้ะ	2nπ ± 7π

4 	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	เชั่นั	-	3π
4 , - 5π

4 , 

- 7π
4 , 11π

4 , 29π
4 , 39π

4

ตัวอย่างที่	 3

O

Y

(1, 0)
X

(-  22 ,  2
2 )

(-  22 , -  2
2 ) ( 22 , -  2

2 )

( 22 ,  2
2 )

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 11



ให้หาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�	โดยใชั้วงกล้มหนั่�งหนั่วย

1)	 cos	7π4  2)	 sin	7π4  3)	 cos	11π4  4)	 sin	11π4

5)	 cos	(- 7π4 ) 6)	 sin	(- 7π4 ) 7)	 cos	(- 5π4 ) 8)	 sin	(- 5π4 )

 2) ก์ารห้าค่าขีอง sin ππ
6
 และ cos ππ

6

	 	 	จุากรีปู็ที�	18	กำาหนัดจุดุ	P(x,	y)	เป็น็ัจุดุบนัสัว่นัโคง้	AB	ที�ทำาใหส้ัว่นัโคง้	PA	ยาว	π6	หนัว่ย 

เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	AB	ยาว	π2	หนั่วย	จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	PB	ยาว	
π
2 - 

π
6 = 

π
3	หนั่วย

	 	 	กำาหนัดจุุด	 P‴(x,	 -y)	 เป็็นัภาพัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	 P(x,	 y)	 โดยมีแกนั	 X	 เป็็นั 

เสั้นัสัะท้อนั	จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	AP‴	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	PA

	 	 ดังนัั�นั	สั่วนัโค้ง	PP‴	ยาว π6 + 
π
6 = 

π
3 หนั่วย

	 	 นัั�นัคือ	สั่วนัโค้ง	PP‴	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	PB

	 	 ดังนัั�นั	คอรี์ด	PP‴	ยาวเท่ากับคอรี์ด	PB

	 จุะได้ว่า		 PP‴ = PB

   (x - x)2	+	(y	+	y)2 =   (x - 0)2	+	(y	-	1)2

	 4y2 = x2 + y2 - 2y + 1

	 4y2	+	2y	-	2	 =	 0	 (เนัื�องจุาก	x2 + y2 = 1)

 2y2 + y - 1 = 0

	 (2y	-	1)(y	+	1)	 =	 0

 y = 1
2  หรีือ		 y		=		-1

ลองทำาดู

รูปที่ 18

O

Y

A(1, 0)

B(0, 1)

P(x, y)

P‴(X, -y)

X

รูปที่ 19

O

Y

A(1, 0)

P‴P″

P′

X

P( 32 , 1
2)

12

	 เนั่�องจุากจุุด	P(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	1	จุะได้ว่า	x >	0	แล้ะ	y	> 0

	 ดังนัั�นั x =   32 	แล้ะเนั่�องจุาก	x2 + y2	=	1	จุะได้ว่า	y	=	1
2

 นัั�นัคือ	จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	π
6
	หนั่วย	คือ	จุุด	(  32 , 12)

 จุะได้ว่า	cos π
6
 =   32 	แล้ะ	sin π

6
 = 1

2

  จุากรีูป็ที�	 19	 นัักเรีียนัสัามารีถ้หาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ของจุำานัวนัจุรีิง	

2nπ ± π
6 ,	2nπ ± 5π

6  ,	2nπ ± 7π
6
	แล้ะ	2nπ ± 11π

6
	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	เชั่นั	-	5π

6 , - π6, 

7π
6 , 13π

6 , 19π
6

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้� โดยใชั้วงก์ลมห้น่�งห้น่วย

1) cos	5π
6  2) sin	5π

6  3) cos	7π
6  4) sin	7π

6
5) cos	(- π6) 6) sin	(- π6) 7) cos	(- 5π

6 ) 8) sin	(- 5π
6 )

วิธีทำา	 	 จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	จุะได้ว่า

	 	 	จุุด	(  32 , 12), (-   32 , 12), (-   32 , - 12) แล้ะ 
(  32 , - 12)	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม
หนั่�งหนั่วยที�ยาว	∣π6 ∣, ∣

5π
6 ∣, ∣7π

6 ∣	แล้ะ	∣11π
6 ∣

ต่ามล้ำาดับ	เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)

	 	ในัทำานัองเดียวกันั	 จุุด	 (  32 , - 12), (-   32 , - 12), (-   32 , 1
2)	 แล้ะ	 (  32 , 1

2)	 ก็เป็็นั 
จุดุป็ล้ายส่ัวนัโคง้บนัวงกล้มหนั่�งหน่ัวยที�ยาว	∣- π6∣, ∣- 

5π
6 ∣, ∣- 7π

6 ∣ แล้ะ	∣- 11π
6 ∣	ต่ามล้ำาดบั	 

เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)	เชั่นักันั

	 	จุากความสััมพัันัธ์์	x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	เมื�อ	(x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนั
วงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย	จุะได้ว่า

 1)	 cos	5π
6  = -   32  2)	 sin	5π

6  = 12

 3)	 cos	7π
6  = -   32  4)	 sin	7π

6  = - 12

 5)	 cos	(- π6 ) = 
  3
2  6)	 sin	(- π6) = - 

1
2

 7)	 cos	(- 5π
6 ) = -   32  8)	 sin	(- 5π

6 ) = - 12

ตัวอย่างที่	 4

O

Y

(1, 0)
X

(-  32 , 1
2)

(-  32 , - 1
2)

( 32 , 1
2)

( 32 , - 1
2)

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 13



ให้หาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�	โดยใชั้วงกล้มหนั่�งหนั่วย

1)	 cos	11π6  2)	 sin	11π6  3)	 cos	17π6  4)	 sin	17π6

5)	 cos	(- 7π6 ) 6)	 sin	(- 7π6 ) 7)	 cos	(- 11π6 ) 8)	 sin	(- 11π6 )

 3) ก์ารห้าค่าขีอง sin ππ
3
 และ cos ππ

3

	 	 	จุากรูีป็ที�	20	กำาหนัดจุุด	P(x,	y)	เป็น็ัจุุดบนัส่ัวนัโคง้	AB	ที�ทำาใหส่้ัวนัโคง้	PA	ยาว	π
3
	หนัว่ย 

กำาหนัดจุุด	 P′(-x,	 y)	 เป็็นัภาพัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	 P(x,	 y)	 โดยมีแกนั	 Y	 เป็็นั 

เสั้นัสัะท้อนั	จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	PP′	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	PA	ซ่�งยาว	π
3
	หนั่วย

	 	 ดังนัั�นั	คอรี์ด	PP′	ยาวเท่ากับคอรี์ด	PA

	 จุะได้ว่า		 PP′ = PA

     (x + x)2	+	(y	-	y)2 =   (x - 1)2	+	(y	-	0)2

	 	 	 	 4x2 = x2 - 2x + 1 + y2

	 	 	 	 4x2 + 2x	-	2	 =	 0	 (เนั่�องจุาก	x2 + y2 = 1)

    2x2 + x - 1 = 0

	 	 	 	 (2x	-	1)(x + 1) = 0

    x = 1
2		หรีือ		x  =  -1

	 เนั่�องจุากจุุด	P(x,	y)	อยู่ในัจุตุ่ภาคที�	1	จุะได้ว่า	x >	0	แล้ะ	y	> 0

	 ดังนัั�นั	x = 1
2
	แล้ะเนั่�องจุาก	x2 + y2	=	1	จุะได้ว่า	y	=	  32

 นัั�นัคือ	จุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	π
3
	หนั่วย	คือ	จุุด	(12 ,   32 )

	 จุะได้ว่า	cos	π
3
 = 1

2
	แล้ะ	sin π

3
 =   32

ลองทำาดู

Y

O A(1, 0)

P(x, y)P′(-x, y)

X

รูปที่ 20

B(0,	1)

P‴P″

P′

O

Y

A(1, 0)
X

รูปที่ 21

P(12 ,  32 )
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 จุากรูีป็ที�	 21	 นัักเรีียนัสัามารีถ้หาค่าของฟังก์ชัันัไซน์ัแล้ะฟังก์ชัันัโคไซน์ัของจุำานัวนัจุริีง	 

2nπ ± π3,	2nπ ± 2π
3 ,	2nπ ± 4π

3 	แล้ะ	2nπ ± 5π
3 	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	เชั่นั	-	5π

3 , - π3, 
5π
3 , 

10π
3 , 14π

3

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ ต่่อไปน้� โดยใชั้วงก์ลมห้น่�งห้น่วย

1) sin	4π
3  2) cos	4π

3  3) sin	5π
3  4) cos	5π

3

5) sin	(- π3) 6) cos	(- π3) 7) sin	(- 2π
3 ) 8) cos	(- 2π

3 )

วิธีทำา	 	 จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	จุะได้ว่า

	 	 	จุุด	(12,   32 ), (- 12,   32 ), (- 12, -   32 )	แล้ะ	
(12, -   32 )	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม 

หนั่�งหนั่วยที�ยาว	∣π3 ∣, ∣2π
3 ∣, ∣4π

3 ∣	แล้ะ	∣5π
3 ∣  

ต่ามล้ำาดับ	เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)

	 	ในัทำานัองเดยีวกันั	จุดุ	(12, -   32 ), (- 12, -   32 ), (- 12,   32 )	แล้ะ	(12,   32 )	กเ็ป็น็ัจุดุป็ล้าย 
สั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหน่ัวยที�ยาว	 ∣- π3∣, ∣- 2π

3 ∣, ∣- 4π
3 ∣ แล้ะ	 ∣- 5π

3 ∣	 ต่ามล้ำาดับ	 
เมื�อวัดจุากจุุด	(1,	0)	เชั่นักันั

	 	จุากความสััมพัันัธ์์	x	=	cos	θ	แล้ะ	y	=	sin	θ	เมื�อ	(x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนั

วงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย	จุะได้ว่า

 1)	 sin	4π
3  = -   32  2)	 cos	4π

3  = - 12

 3)	 sin	5π
3  = -   32  4)	 cos	5π

3  = 12

 5)	 sin	(- π3) = - 
  3
2  6)	 cos	(- π3) = 

1
2

 7)	 sin	(- 2π
3 ) = -   32  8)	 cos	(- 2π

3 ) = - 12

ตัวอย่างที่	 5

O

Y

(1, 0)
X

(12 ,  32 )

(12 , -  32 )

(- 12 ,  32 )

(- 12 , -  32 )

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 15



ให้หาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�	โดยใชั้วงกล้มหนั่�งหนั่วย

1)	 sin	2π3  2)	 cos	2π3  3)	 sin	7π3  4)	 cos	7π3

5)	 sin	(- 4π3 ) 6)	 cos	(- 4π3 ) 7)	 sin	(- 5π3 ) 8)	 cos	(- 5π3 )

ให้้ห้าจุำานวนจุริง θθ ที่ส่อดคล้องก์ับฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้�

1) sin θ = -   22  เมื�อ	-2π ≤ θ ≤ 0

2) cos θ =   32  เมื�อ	0 ≤ θ ≤ 4π

วิธีทำา 1)	 	จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	เมื�อ	-2π ≤ θ ≤ 0  

จุะได้ว่า	จุุด	(x,	y)	ที�เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนั 

วงกล้มหนั่�งหนัว่ยที�มคีา่	y	=	-	  22 	เมื�อวดัจุาก

จุุด	(1,	0)	จุะมีความยาวเป็น็ั	∣- π4∣	แล้ะ	∣- 
3π
4 ∣ 

  

	 	 	ดังนัั�นั	θ	ที�สัอดคล้้องกับ	sin	θ = -   22 	เมื�อ	-2π ≤ θ ≤	0	คือ	-	π4	แล้ะ	-	
3π
4  

 2)	 	 	จุากรีูป็วงกล้มหนั่�งหนั่วย	เมื�อ	0	≤ θ ≤	4π  

จุะได้ว่า	จุุด	(x,	y)	ที�เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนั 

วงกล้มหนั่�งหนั่วยที�มีค่า	x =   32 	เมื�อวัดจุาก

จุดุ	(1,	0)	จุะมคีวามยาวเป็น็ั	∣π6∣, ∣
11π
6 ∣, ∣13π6 ∣

แล้ะ	∣23π6 ∣

	 	 	ดังนัั�นั		θ	ที�สัอดคล้้องกับ	cos	θ =   32 	เมื�อ	0	≤ θ ≤	4π	คือ	π6 , 11π6  , 13π6   

แล้ะ	23π6

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	 6

O

Y

(1, 0)
X

( 22 , -  2
2 )

(-  22 ,  2
2 )

(-  22 , -  2
2 )

( 22 ,  2
2 )

O

Y

(1, 0)
X

(-  32 , 1
2)

(-  32 , - 1
2)

( 32 , 1
2)

( 32 , - 1
2)
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ให้หาจุำานัวนัจุรีิง	θ	ที�สัอดคล้้องกับฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�

1)	 cos	θ = 12 เมื�อ	0 ≤ θ ≤ 4π

2)	 sin	θ = -   32  เมื�อ	-2π ≤ θ ≤ 2π

3.	ค่าของฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ของจำนวนจริิง

	 ในัหัวข้อนั้�	 นัักเรีียนัจุะได้ศู่กษาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ของจุำานัวนัจุรีิง 

โดยใชั้ความรีู้จุากการีหาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ของจุำานัวนัจุรีิงบางจุำานัวนัแล้ะ 

ใชั้การีสัะท้อนัจุุด	P(x,	y)	ซ่�งอยู่บนัเสั้นัรีอบวงของวงกล้มหนั่�งหนั่วย	ซ่�งมีแกนั	X	หรีือแกนั	Y 
เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั

O

Y

(1, 0)

(x, -y)

(x, y)

X

รูปที่ 22

	 จุากรีูป็ที�	22	พัิจุารีณา	θ >	0	แล้ะจุุด	(x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที� 
วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	∙θ∙	หนั่วย	กำาหนัดจุุด	(x,	-y)	เป็็นัภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนั 
จุุด	 (x,	 y)	 โดยมีแกนั	X	 เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั	 จุ่งได้ว่าจุุด	 (x,	 -y)	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม 

หนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	∙-θ∙	หนั่วย

	 จุากจุุด		(x,	y)	=	 (cos θ,	sin θ)		 แล้ะ		(x,	-y)	=	 (cos (-θ),	sin (-θ))

	 จุะได้ว่า		 x	=	cos θ,	y	=	sin θ	 แล้ะ		 x	=	cos (-θ),	-y	=	sin (-θ)

	 จุ่งสัรีุป็ได้ว่า	 sin	(-θ)	 =	-sin	θ 

cos	(-θ)	=	cos	θ 

ลองทำาดู

ค่่าของ
ฟัังก์ชัันึ่ไซนึ่์และ
ฟัังก์ชัันึ่โค่ไซนึ่์

 www.aksorn.com/simulation/mat09168
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 1) ก์ารห้าค่าขีอง sin θθ และ cos θθ เม่่อ ππ
2
 < θθ < ππ

	 	 จุากรีูป็ที�	23	กำาหนัด	π
2
 < θ < π	แล้ะจุุด	P′(-x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม 

หนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย

	 	 กำาหนัด	α = π - θ จุะได้ว่า	0	< α < π
2

	 	 	เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	AP′	ยาว	θ	หนั่วย

	 	 	ดังนัั�นั	สั่วนัโค้ง	P′B	ยาว	α	หนั่วย
  กำาหนัดจุุด	 P(x,	 y)	 เป็็นัภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	 P′(-x,	 y)	 โดยมีแกนั	 Y 
เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั	เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	P′B	ยาว	α	หนั่วย	จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	AP	ยาว	α	หนั่วย

	 	 	ดังนัั�นั		จุดุ	P(x,	y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสัว่นัโคง้บนัวงกล้มหนั่�งหนัว่ยที�วดัจุากจุดุ	(1,	0)	เป็น็ัรีะยะ	
α	หนั่วย

		 	 จุะได้ว่า	x	=	cos	α	แล้ะ	y	=	sin	α
  แต่่	-x	=	cos	θ	=	cos	(π - α)	แล้ะ	y	=	sin	θ	=	sin	(π - α)

ให้หาค่าของ	sin	(- π6)	แล้ะ	cos	(- 
π
6)

ให้้ห้าค่าขีอง sin ((- ππ4)) และ cos ((- ππ4))

วิธีทำา จุาก	sin (-θ) = -sin θ แล้ะ	cos (-θ)	=	cos	θ

	 จุะได้ว่า	sin	(- π4) =	-sin 
π
4 = -   22 	แล้ะ	cos	(- π4) =	cos 

π
4 =   22

P′(-x, y) P(x, y)

O

Y

B(-1, 0) A(1, 0)
X

รูปที่ 23

ตัวอย่างที่	 7

ลองทำาดู
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ก์ำาห้นด sin ππ5 = 0.59 และ cos ππ5 = 0.81 ให้้ห้าค่าขีอง

1) sin	4π5  2) cos	4π5

วิธีทำา 1) sin	4π5  =	 sin	(π - π5)
    = sin	π5 (จุาก	sin (π - α)	=	sin	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = 0.59

 2) cos	4π5  =	 cos	(π - π5)
    = -cos	π5 (จุาก	cos (π - α)	=	-cos	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = -0.81

กำาหนัด	sin	π10	=	0.31	แล้ะ	cos	
π
10	=	0.95	ให้หาค่าของ

1)	 sin	9π10 2)	 cos	9π10

	 	 จุ่งสัรีุป็ได้ว่า		 sin	(π - α)	=	sin α	แล้ะ	cos	(π - α)	=	-cos	α 

เมื�อ	0 < α < π
2
 

 2)  ก์ารห้าค่าขีอง sin θθ และ cos θθ เม่่อ ππ < θθ < 3ππ
2

P′(-x, y)

P″(-x, -y)

P(x, y)

Y

B(-1, 0) A(1, 0)
XO

รูปที่ 24

ตัวอย่างที่	 8

ลองทำาดู
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	 	 จุากรีูป็ที�	24	กำาหนัด	π < θ < 3π
2 	แล้ะจุุด	P″(-x, -y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม

หนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย	จุะได้ว่า	-x	=	cos	θ	แล้ะ	-y	=	sin	θ
	 	 กำาหนัด	α = θ - π	จุะได้ว่า	θ = π + α	เมื�อ	0	< α < π

2
	 	 เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	AB	ยาว	π	หนั่วย

	 	 จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	BP′′	ยาว	θ - π = α	หนั่วย

	 	 กำาหนัดจุุด	P′(-x,	y)	เป็็นัภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	P″(-x,	-y)	โดยมีแกนั	X
เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั	 แล้ะจุุด	 P(x, y)	 เป็็นัภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	 P′(-x,	 y)	 โดยมี 
แกนั	Y	เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั

	 	 จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	AP	ยาว	α	หนั่วย

	 	 ดังนัั�นั		จุุด	 P(x, y)	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	 (1,	 0)	 เป็็นั 
รีะยะ	α	หนั่วย

	 	 จุะได้ว่า		x	=	cos	α	แล้ะ	y	=	sin	α
  แต่่จุาก	-x	=	cos	θ	=	cos	(π + α)	แล้ะ	-y	=	sin	θ	=	sin	(π + α)

	 	 จุ่งสัรีุป็ได้ว่า		 sin	(π + α)	=	-sin α	แล้ะ	cos	(π + α)	=	-cos	α 

เมื�อ	0 < α < π
2
 

ก์ำาห้นด sin ππ5 = 0.59 และ cos ππ5 = 0.81 ให้้ห้าค่าขีอง

1) sin	6π
5   2) cos	6π

5

วิธีทำา 1) sin	6π
5  =	 sin	(π + π

5)
    = -sin	π5 (จุาก	sin (π + α)	=	-sin	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = -0.59

 2) cos	6π
5  =	 cos	(π + π

5)
    = -cos	π5 (จุาก	cos (π + α)	=	-cos	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = -0.81

ตัวอย่างที่	 9
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 3)  ก์ารห้าค่า sin θθ และ cos θθ เม่่อ 3ππ
2

 << θθ << 2ππ

P′(x, -y)

P(x, y)

O

Y

A(1, 0)
X

รูปที่ 25

	 	 จุากรีูป็ที�	25	กำาหนัด	3π
2

 < θ < 2π	แล้ะจุุด	P′(x,	-y)	เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้ม
หนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย	จุะได้ว่า	x	=	cos	θ	แล้ะ	-y	=	sin	θ
	 	 กำาหนัด	α = 2π - θ	จุะได้ว่า	θ = 2π - α	เมื�อ	0	< α < π

2
  เนั่�องจุากเสั้นัรีอบวงของวงกล้มหนั่�งหนั่วยยาว	2π	หนั่วย

	 	 จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	P′A	ยาว	2π - θ = 2π - 2π + α = α	หนั่วย

	 	 กำาหนัดจุุด	 P(x,	 y)	 เป็็นัภาพัสัะท้อนัที�เกิดจุากการีสัะท้อนัจุุด	 P′(x,	 -y)	 โดยมีแกนั	 X
เป็็นัเสั้นัสัะท้อนั

	 		 จุะได้ว่า	สั่วนัโค้ง	AP	ยาว	α	หนั่วย

	 		 ดังนัั�นั		จุุด P(x,	 y)	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	 (1,	 0)	 เป็็นั 
รีะยะ	α	หนั่วย	

	 	 จุะได้ว่า	x	=	cos	α	แล้ะ	y	=	sin	α
	 	 แต่่จุาก	x	=	cos	θ	=	cos	(2π - α)	แล้ะ	-y	=	sin	θ	=	sin	(2π - α)

	 	 จุ่งสัรีุป็ได้ว่า		 sin	(2π - α)	=	-sin α	แล้ะ	cos	(2π - α)	=	cos	α 

เมื�อ	0 < α < π
2
 

 

กำาหนัด	sin	π10	=	0.31	แล้ะ	cos	
π
10	=	0.95	ให้หาค่าของ

1)	 sin	11π10 2)	 cos	11π10

ลองทำาดู
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ก์ำาห้นด sin ππ5 = 0.59 และ cos ππ5 = 0.81 ให้้ห้าค่าขีอง

1) sin	9π
5   2) cos	9π

5

วิธีทำา 1) sin	9π
5  =	 sin	(2π - π

5)
    = -sin	π5 (จุาก	sin (2π - α)	=	-sin	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = -0.59

 2) cos	9π
5  =	 cos	(2π - π

5)
    = cos	π5 (จุาก	cos (2π - α)	=	cos	α	เมื�อ	0 < α < π

2)
   = 0.81

 4) ก์ารห้าค่า sin θθ และ cos θθ เม่่อ θθ >> 2ππ

	 	 กำาหนัด	θ > 2π	 แล้ะจุุด	P(x,	 y)	 เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุาก 
จุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย	

	 	 จุาก	θ > 2π แล้ะเสั้นัรีอบวงของวงกล้มหนั่�งหนั่วยยาว	2π หนั่วย	จุะได้ว่า	θ	=	2nπ + α 

เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็มบวก	แล้ะ	α	เป็็นัรีะยะของจุุด	P(x,	y)	ที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เมื�อ	0	≤ α < 2π

กำาหนัด	sin	π10	=	0.31	แล้ะ	cos	
π
10	=	0.95	ให้หาค่าของ

1)	 sin	19π
10    2)	 cos	19π

10

O X

Y

(1, 0)

P(x, y)

ตัวอย่างที่	 10
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	 การีหาค่า	sin	θ	แล้ะ	cos	θ

เมื�อ	θ < -2π	หาได้จุากสัมบัต่ิ 

ที�ว่า

	 sin	(-θ)	=	-sin	θ

 cos	(-θ)	=	cos	θ

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้�

1) cos	25π
3   2) sin	(- 61π

6 )

วิธีทำา 1) cos	25π
3  =	 cos	(8π + π

3)
   =	 cos	(2(4)π + π

3)
    = cos	π3 (จุาก	cos (2nπ + α)	=	cos	α, 0 ≤ α < 2π)

   = 1
2
  

 2) sin	(- 61π
6 ) =	 -sin	(61π

6 ) (จุาก	sin (-θ)	=	-sin	θ, θ > 0)

    = -sin	(10π + π
6)

   = -sin	(2(5)π + π
6)

	 	 	 =	 -sin	π6 (จุาก	sin (2nπ + α)	=	sin	α, 0 ≤ α < 2π)

   = - 1
2

ให้หาค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่่อไป็นั้�

1)	 cos	31π
4    2)	 sin	(- 50π

3 )

	 จุะเห็นัว่า	จุุด	P(x,	y)	ที�เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นั
รีะยะ	θ	หนั่วย	แล้ะจุุด	P(x,	y)	ที�เป็็นัจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	
เป็็นัรีะยะ	α	หนั่วย	เป็็นัจุุดเดียวกันั

	 ดังนัั�นั	การีหาจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	θ	หนั่วย	 

เมื�อ	θ >> 2π	สัามารีถ้หาได้จุากจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุากจุุด	 (1,	0)	 เป็็นั

รีะยะ	α	หนั่วย	เมื�อ	θ	=	2nπ + α	แล้ะ	0 ≤ α < 2π

	 จุ่งสัรีุป็ได้ว่า		 	 sin	(2nπ + α)	=	sin	α 

cos	(2nπ + α)	=	cos	α

ตัวอย่างที่	 11
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 5.  ให้้ห้าค่าขีอง cos θθ และ sin θθ ต่่อไปน้� เม่่อ θθ เป็นจุำานวนจุริง

1) θ = 3π + π6 2) θ = 5π - π4 3) θ = -π - π4 4)	 θ = -2π + π6

 6. ก์ำาห้นด sin θθ = 12 และ cos θθ =   32  ให้้ห้าค่าขีอง

	 1)	 sin	(-π + θ)	 2)	 cos	(-π + θ)

	 3)	 sin	(-π - θ)		 4)	 cos	(-π - θ)

	 5)	 sin	(-2π + θ)		 6)	 cos	(-2π + θ)

	 7)	 sin	(-2π - θ)	 8)	 cos	(-2π - θ)

	 9)	 sin	(θ	-	4π)	 10)	 cos	(θ	-	7π)

 1. ให้้เขีียนจุุดปลายส่่วนโค้งที่ยาว ∣θθ∣ ห้น่วย ขีอง θθ ต่่อไปน้� ในรูป (cos θθ, sin θθ)

 1) 0 2) 10π 3) - 3π
2
	 4)	 -10π

 2. ให้้ห้าค่าขีอง cos θθ และ sin θθ ต่่อไปน้� เม่่อ θθ เป็นจุำานวนจุริง

1) θ	=	4π + π3 2) θ = 19π3   3) θ = 31π4 	 4)	 θ = - 29π
6

 3. ก์ำาห้นด sin θθ =   32  และ cos θθ = 12 ให้้ห้าค่าขีอง

1)	 sin	(-θ)	 2)	 cos	(-θ)

	 3)	 sin	(π - θ)		 4)	 cos	(π - θ)

	 5)	 sin	(π + θ)		 6)	 cos	(π + θ)

	 7)	 sin	(2π - θ)		 8)	 cos	(2π - θ)

	 9)	 sin	(2π + θ)		 10)	 cos	(2π + θ)

 4.  ให้้ห้าจุำานวนจุริง θθ ที่ส่อดคล้องก์ับฟัังก์์ชัันไซน์และฟัังก์์ชัันโคไซน์ต่่อไปน้� 

เม่่อ -4ππ ≤ θθ ≤ 4ππ

1) sin	θ = - 12	 2)	 sin	θ =   32 	 3)	 cos	θ = - 12 4)	 cos	θ = -   22

 7.  ก์ำาห้นด sin ((- 91ππ
18 )) = 0.17 ให้้ห้าจุำานวนจุริง θθ ที่ทำาให้้ sin θθ = sin ((- 91ππ

18 )) มา 4 จุำานวน

  เม่่อ -10ππ ≤ θθ ≤ 10ππ พร้อมอธิบายเห้ตุ่ผลประก์อบ

แบบฝกทักษะ	 1.2
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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	 นัอกจุากฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ที�กล้่าวมาแล้้ว	 ยังมีฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	 อีกที�มี

ความสััมพัันัธ์์กับฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่ามบทนัิยามที�กำาหนัดต่่อไป็นัี�

 1. ฟัังก์์ชัันแทนเจุนต่์ (Tangent Function)

 2. ฟัังก์์ชัันโคแทนเจุนต่์ (Cotangent Function)

 3. ฟัังก์์ชัันเซแคนต่์ (Secant Function)

 4. ฟัังก์์ชัันโคเซแคนต่์ (Cosecant Function)

	 เขียนัแทนั	tangent	θ	ด้วย	tan	θ	(อ่านัว่า	แทนัทีต่า)

	 ดังนัั�นั	 	tan	θ = sin	θ
cos	θ

		เมื�อ	cos	θ ≠ 0

	 เขียนัแทนั	cotangent	θ	ด้วย	cot	θ	(อ่านัว่า	คอต่ทีต่า)

	 ดังนัั�นั	 	cot	θ = cos	θ
sin	θ

		เมื�อ	sin	θ ≠ 0

	 เขียนัแทนั	secant	θ	ด้วย	sec	θ	(อ่านัว่า	เซกทีต่า)

	 ดังนัั�นั	 	sec	θ = 1
cos	θ

		เมื�อ	cos	θ ≠ 0

	 เขียนัแทนั	cosecant	θ	ด้วย	cosec	θ	(อ่านัว่า	โคเซกทีต่า)

	 ดังนัั�นั	 	cosec	θ = 1
sin	θ

		เมื�อ	sin	θ ≠ 0

 สำำ�หรัับจำำ�นวนจำรัิง θ

 tangent θ = sin θ
cos θ  เมื่่อ cos θ ≠ 0

บทนิยาม

 สำำ�หรัับจำำ�นวนจำรัิง θ 

 cotangent θ = cos θ
sin θ   เมื่่อ sin θ ≠ 0

บทนิยาม

 สำำ�หรัับจำำ�นวนจำรัิง θ

 secant θ = 1

cos θ  เมื่่อ cos θ ≠ 0

บทนิยาม

 สำำ�หรัับจำำ�นวนจำรัิง θ

 cosecant θ = 1

sin θ   เมื่่อ sin θ ≠ 0

บทนิยาม

1.3 ฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่นๆ
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	 การีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	แยกพัิจุารีณาจุาก	4	กรีณ้	ต่่อไป็นั้�

 1) ก์รณี 0 < θθ < ππ
2

  เนัื�องจุาก	0	<	sin θ <	1	แล้ะ	0	<	cos θ <	1	เมื�อ	0	< θ < π
2

	 	 tan	θ = sin	θ
cos	θ

		ดังนัั�นั	tan	θ >	0	 	 sec	θ = 1
cos	θ

	 ดังนัั�นั	sec	θ > 1

	 	 cot	θ = cos	θ
sin	θ

		ดังนัั�นั	cot	θ >	0	 	 cosec	θ = 1
sin	θ

		 ดังนัั�นั	cosec	θ > 1

สัำาหรีับจุำานัวนัจุรีิง	θ	ที�	0	< θ < π
2
 ค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิทุกฟังก์ชัันัมีค่าเป็็นั

จุำานัวนัจุรีิงบวก

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 tan	π3 2) cot	π3 3)	 sec	π3 4)	 cosec	π3

วิธีทำา 1)	 tan	π3 =  
sin	π

3
cos	π

3
 =  

  3
2
1
2

 =    3

 2)	 cot	π3 =  
cos	π

3
sin	π

3
 =  

1
2
  3
2

 =  1
  3

  =    33

 3)	 sec	π3 =  1
cos	π3

 =  11
2

 =  2
  

 4)	 cosec	π3 =  1
sin	π3

   =  1
  3
2

 =  2
  3

  =  2   33

	ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

1)	 tan	π4 2)	 cot	π4	 3)	 sec	π4	 4)	 cosec	π4

ตัวอย่างที่	 12
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 2) ก์รณี ππ
2
 << θθ << ππ

  เนัื�องจุาก	0	<	sin θ <	1	แล้ะ	-1	<	cos θ <	0	เมื�อ	π
2
 < θ < π

	 tan	θ = sin	θ
cos	θ

		ดังนัั�นั	tan	θ <	0	 sec	θ = 1
cos	θ

	 ดังนัั�นั	sec	θ < -1

	 cot	θ = cos	θ
sin	θ

		 ดังนัั�นั	cot	θ <	0	 cosec	θ = 1
sin	θ   ดังนัั�นั	cosec	θ > 1

สัำาหรีับจุำานัวนัจุรีิง	θ	ที�	π
2
 < θ < π ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์มีค่าเป็็นั

จุำานัวนัจุรีิงบวก	สั่วนัฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	มีค่าเป็็นัจุำานัวนัจุรีิงล้บ

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 tan	2π
3  2) cot	2π

3  3)	 sec	2π
3  4)	 cosec	2π

3

วิธีทำา 1) tan	2π
3  = 

sin	2π
3

cos	2π
3

 = 
  3
2
- 12

 = -   3

 2)	 cot	2π
3  = 

cos	2π
3

sin	2π
3

 = 
- 12
  3
2

 = - 1
  3

 = -   33

 3)	 sec	2π
3  = 1

cos	2π
3

 = 1
- 12

 = -2

 4)	 cosec	2π
3  = 1

sin	2π
3

 = 1
  3
2

 = 2
  3

 = 2   33

	ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

1)	 tan	5π
6  2)	 cot	5π

6 	 3)	 sec	5π
6 	 4)	 cosec	5π

6

แนะแนวคิด

sin 2π
3  = sin (π - π

3)
  = sin π3
cos 2π

3  = cos (π - π
3)

  = -cos π3

ลองทำาดู
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 4) ก์รณี 3ππ
2

 << θθ << 2ππ

  เนัื�องจุาก	-1	<	sin θ <	0	แล้ะ	0	<	cos θ <	1	เมื�อ	3π
2

 < θ < 2π

	 tan	θ = sin	θcos	θ	 ดังนัั�นั	tan	θ <	0	 sec	θ = 1
cos θ

	 ดังนัั�นั	sec	θ > 1

	 cot	θ = cos	θsin	θ 	 ดังนัั�นั	cot	θ <	0	 cosec	θ = 1
sin	θ

	 ดังนัั�นั	cosec	θ < -1

สัำาหรีับจุำานัวนัจุรีิง	θ	ที�	3π
2

 < θ < 2π ค่าของฟังก์ชัันัโคไซนั์แล้ะฟังก์ชัันัเซแคนัต่์มีค่าเป็็นั
จุำานัวนัจุรีิงบวก	สั่วนัฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	มีค่าเป็็นัจุำานัวนัจุรีิงล้บ

ให้้ ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 tan	5π
3  2) cot	5π

3  3)	 sec	5π
3  4)	 cosec	5π

3

วิธีทำา 1) tan	5π
3  =  

sin	5π
3

cos	5π
3

 =  
-   32
1
2

 =  -   3

 

 2)	 cot	5π
3  =  

cos	5π
3

sin	5π
3

 =  
1
2

-   32

 =  - 1
  3

  =  -   33

 3)	 sec	5π
3  =  1

cos	5π
3

 =  1
1
2

 =  2

 4)	 cosec	5π
3  =  1

sin	5π
3

 =  1

-   32

  =  - 2
  3

  =  - 2   33

	ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

1)	 tan	11π
6  2)	 cot	11π

6 	 3)	 sec	11π
6 	 4)	 cosec	11π

6

ตัวอย่างที่	 15
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 3) ก์รณี ππ << θθ << 3ππ
2

  เนัื�องจุาก	-1	<	sin θ <	0	แล้ะ	-1	<	cos θ <	0	เมื�อ	π < θ < 3π
2

	 	 tan	θ = sin	θcos	θ		ดังนัั�นั	tan	θ >	0	 sec	θ = 1
cos θ

		ดังนัั�นั	sec	θ < -1

	 	 cot	θ = cos	θsin	θ 		ดังนัั�นั	cot	θ >	0	 cosec	θ = 1
sin	θ   ดังนัั�นั	cosec	θ < -1

สัำาหรีับจุำานัวนัจุรีิง	θ	ที�	π < θ < 3π
2

 ค่าของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์แล้ะฟังก์ชัันัโคแทนัเจุนัต่์มีค่า
เป็็นัจุำานัวนัจุรีิงบวก	สั่วนัฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	มีค่าเป็็นัจุำานัวนัจุรีิงล้บ

ให้้ ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 tan	4π
3  2) cot	4π

3  3)	 sec	4π
3  4)	 cosec	4π

3

วิธีทำา 1) tan	4π
3  =  

sin	4π
3

cos	4π
3

 =  
-   32
- 12

 =    3

  2)	 cot	4π
3  =  

cos	4π
3

sin	4π
3

 =  
- 12

-   32

 =  1
  3

 =    33

  3)	 sec	4π
3  =  1

cos	4π
3

 =  1
- 12

 =  -2

  4)	 cosec	4π
3  =  1

sin	4π
3

 =  1

-   32

 =  - 2
  3

 =  - 2   33

	ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

1)	 tan	5π
4  2)	 cot	5π

4 	 3)	 sec	5π
4 	 4)	 cosec	5π

4

ตัวอย่างที่	 14
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	ให้หาค่าของ	sin	(- 19π4 ) cot	13π4 	-	cos	31π6 	sin	(- 20π3 )

	ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

1)	 tan	(- π6) 2)	 sec	(- π6)	 3)	 cot	(- π6)	 4)	 cosec	(- π6)

ให้้ห้าค่าขีอง sin 7ππ6  cos ((- 13ππ3 )) + tan 13ππ4  cot 9ππ4

วิธีทำา เนั่�องจุาก	 sin	7π6  =	 sin	(π + π6)
	 	 	 	 =	 -sin π6 
    = - 12

	 	 	 cos	(- 13π3 ) =	 cos	13π3

	 	 	 	 =	 cos	(4π + π3)
	 	 	 	 =	 cos	π3
    = 1

2

	 	 	 tan	13π4  =	 tan	(2π + 5π4 )
	 	 	 	 =	 tan	5π4  
    = 1

	 	 	 cot	9π4 	 =	 cot	(2π + π4)
    =	 cot π4 
    = 1

	 จุะได้ว่า	 sin	7π6  cos	(- 13π3 )	+	tan	13π4 	cot	9π4  =  (- 12)(12)	+	1(1)

      =  34
	 ดังนัั�นั	sin	7π6 	cos	(- 13π3 )	+	tan	13π4 	cot	9π4  = 34

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	 17

ลองทำาดู

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 31

 ต่ารีางแสัดงค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงบางจุำานัวนั	เมื�อ	0	≤ θ ≤ π
2

θθ sin θθ cos θθ tan θθ cosec θθ sec θθ cot θθ

0 0 1 0 ไม่นัิยาม 1 ไม่นัิยาม

π
6

1
2

  3
2

  3
3 2 2   3

3   3

π
4
   2

2
  2
2 1   2   2 1

π
3
   3

2
1
2   3 2   3

3 2   3
3

π
2
 1 0 ไม่นัิยาม 1 ไม่นัิยาม 0

ให้้ ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 tan	(- π4) 2) sec	(- π4) 3)	 cot	(- π4) 4)	 cosec	(- π4)

วิธีทำา 1) tan	(- π4) =		-tan	π4 =  -1

 2)	 sec	(- π4) =		sec	π4 =  2
  2

 =    2

 3)	 cot	(- π4) =		-cot	π4 =  -1

 4)	 cosec	(- π4) =		-cosec	π4 =  - 2
  2

 =  -   2

Thinking TimeThinking Time

 ถ้้า	θ	เป็็นัจุำานัวนัจุรีิง	แล้้ว	tan	(-θ),	cot	(-θ),	sec	(-θ)	แล้ะ	cosec	(-θ)	มีค่าเป็็นั

เท่าใด

ตัวอย่างที่	 16
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	 กำาหนัด	MN	สัรี้าง	NMP	แล้ะ	NMQ	 ให้มีขนัาด	θ	หนั่วย	 เท่ากันั	 โดยใชั้โพัรีแทรีกเต่อรี์ 

วัดขนัาดของมุม	 ซ่�งสัามารีถ้วัดขนัาดของมุมที�ต่้องการีสัรี้างได้	 2	 แบบ	 คือ	 การีวัดในัทิศูทาง 

ทวนัเข็มนัาฬิกาแล้ะการีวัดในัทิศูทางต่ามเข็มนัาฬิกา	ดังนัี�

∧ ∧

Q

N

P

M
θ

θ

เรีียกจุุด	M	ว่า	จุุดยอด (vertex)	ของมุม
เรีียก	MN	ว่า	ด้านเริ�มต่้น (initial side)	ของมุม

เรีียก	MP	แล้ะ	MQ	ว่า	ด้านส่ิ�นสุ่ด (terminal side) 

ของมุม

	 ดังนัั�นั	 การีวัดขนัาดของมุมทำาได้โดยวัดจุากด้านัเรีิ�มต่้นัของมุ�มไป็ยังด้านัสัิ�นัสัุดของมุม	 

ถ้้าวัดมุมในัทิศูทางทวนัเข็มนัาฬิิกา	ขนัาดของมุมจุะเป็็นัจุำานัวนัจุรีิงบวก	ถ้้าวัดมุมในัทิศูทางต่าม 

เข็มนัาฬิิกาขนัาดของมุมจุะเป็็นัจุำานัวนัจุรีิงล้บ

	 นัักเรีียนัทรีาบมาแล้้วว่าหนั่วยที�ใชั้ในัการีวัดมุม	 คือ	 องศา (degree)	 เขียนัแทนัด้วย	 	ำ	 ซ่�ง 

แบ่งหนั่วยย่อยเป็็นัล้ิป็ดา	(	′	)	แล้ะฟิล้ิป็ดา	(	″	)	ดังนั้�

	 	 	 	 	 1	ำ	=	60′

     1′	=	60″

	 หนั่วยวัดมุมที�สัำาคัญอีกหนั่วยหนั่�ง	คือ	เรเดียน (radian)

1.	 หน่วยก์าริวัดมุุมุในริะบบเริเดียน
	 มมุ	1	เรีเดยีนั	เป็็นัมมุที�จุดุศูนูัย์กล้างของวงกล้ม	ซ่�งรีองรีบัด้วยส่ัวนัโค้งของวงกล้มที�มคีวามยาว 

เท่ากับรีัศูมีของวงกล้มนัั�นั

θ มีขนัาด	1	เรีเดียนั

r

rO
θ

รูปที่ 26

รูปที่ 27

1.4 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของมุม 
 (Trigonometric Functions of any angle)
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 5. ก์ำาห้นด 0 < θθ < ππ
2 และ sin θθ = 

1
3  ให้้ห้าค่าขีอง

  1) sin	θ	+	cos	θ

  3) cos	θ	-	tan	θ

  2) cot	θ	+	cosec	θ

  4) sec	θ	-	cos	θ

 6. ก์ำาห้นด -ππ < θθ < - ππ2 และ tan θθ = 
2
3 ให้้ห้าค่าขีอง

  1) sin	θ	+	cos	θ

  3) cos	θ	+	cot	θ

  2) sin	θ	-	sec	θ

  4) cos	θ	-	sec	θ

 7. ให้้ห้าค่าขีอง

  1) cos	π6	sin	
π
3	+	cos	

π
3	sin	

π
6	+	tan	

π
3	cot	

π
3

  2) sin	(- π2)	cos	(- 
3π
4 )	+	tan	(- 7π4 )	cos(-2π)

 1. ก์ำาห้นด sin θθ = 35 และ cos θθ = 
4
5 ให้้ห้าค่าขีอง

  1) tan	θ

  3) cot	θ

  2) sec	θ

  4) cosec	θ

 2. ก์ำาห้นด sin θθ = - 35 และ cos θθ = 
4
5 ให้้ห้าค่าขีอง

  1) tan	θ

  3) cot	θ

  2) sec	θ

  4) cosec	θ

 3.  ก์ำาห้นด sin θθ = 35 และ cos θθ = 
4
5 ให้้ห้าค่าขีอง

  1) tan	(-θ)

  3) cot	(-θ)

  2) sec	(-θ)

  4) cosec	(-θ)

 4.  ให้้ห้าค่าขีอง

  1) sin	π3	+	sin	
2π
3 	+	sin	4π3 	+	sin	5π3

  2) sin	π4	+	cos	
5π
4 	+	tan	

3π
4 	+	sin	

π
4

  3) sin	5π4 	cos	
4π
3 	-	cos	2π3 	tan	3π4

ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

แบบฝกทักษะ	 1.3
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2.	ฟัังก์์ชัันตริีโก์ณมุิติของมุุมุ

	 ในัหัวข้อ	 1.2	 นัักเรีียนัได้ศู่กษาฟังก์ชัันัไซน์ัแล้ะฟังก์ชัันัโคไซน์ัของจุำานัวนัจุริีง	 ซ่�งกำาหนัด

ได้จุากวงกล้ม	 1	 หนั่วย	 ในัหัวข้อนั้�	 นัักเรีียนัจุะได้ศู่กษาเกี�ยวกับฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของมุมแล้ะ 

ความสัมัพันััธ์ร์ีะหวา่งฟงักช์ันััต่รีโีกณมติ่ขิองจุำานัวนัจุรีงิกบัฟงักช์ันััต่รีโีกณมติ่ขิองมมุ	ซ่�งต่อ้งเขยีนั

มุมในัวงกล้ม	1	หนั่วย	ดังนั้�

	 จุากรีูป็ที�	28	จุะเห็นัว่า	BAC	มีจุุดยอดมุมอยู่ที�จุุด	(0,	0)	มี	AC	แล้ะ	AB	เป็็นัแขนัของมุม	

โดย	AC	ทับแกนั	X	ทางบวก	เรีียก	BAC	ว่า	มุมที่อยู่ในต่ำาแห้น่งมาต่รฐาน (standard position)

	 จุากรีูป็ที�	 29	 จุะเห็นัว่า	 BAC	 เป็็นัมุมที�จุุดศููนัย์กล้างของวงกล้มรีัศูมียาว	 1	 หนั่วย	 ซ่�งมี

ขนัาด	θ	เรีเดียนั	แล้ะจุากเรีื�องหนั่วยการีวัดมุมในัรีะบบเรีเดียนันัักเรีียนัทรีาบมาแล้้วว่า	สั่วนัโค้ง

ของวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�รีองรีับมุมที�จุุดศููนัย์กล้างขนัาด	 1	 เรีเดียนั	 จุะต่้องยาว	 1	หนั่วย	 ดังนัั�นั 

สั่วนัโค้งที�รีองรีับ	BAC	จุ่งยาว	θ	หนั่วย	แล้ะจุะเห็นัว่า	AB	ซ่�งเป็็นัแขนัของ	BAC	ต่ัดกับวงกล้ม

หนั่�งหนั่วยเพัียงจุุดเดียวแล้ะเป็็นัจุุดเดียวกันักับจุุดป็ล้ายของสั่วนัโค้งที�วัดจุากจุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ	

∙θ∙	หนั่วย	ในัทิศูทางเดียวกันักับ	θ	จุ่งกล้่าวได้ว่า	บนัวงกล้มหนั่�งหนั่วย

cos	ของจุำานัวนัจุรีิง	θ	หมายถ้่ง	cos	ของมุม	θ	เรีเดียนั

sin	 ของจุำานัวนัจุรีิง	θ		หมายถ้่ง	sin		ของมุม	θ	เรีเดียนั	

∧

∧

∧

∧ ∧

รูปที่ 28

O

Y

A Cθ
(1, 0)

X

B

O

รูปที่ 29

Y

A

B

Cθ

θ

(1, 0)

(cos	θ,	sin	θ)

X
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	 จุากรีูป็ที�	27	จุะเห็นัว่า	เป็็นัวงกล้มที�มีรีัศูมียาว	r	หนั่วย	แล้ะมุม θ	เป็็นัมุมที�จุุดศููนัย์กล้าง	

ซ่�งรีองรีับด้วยสั่วนัโค้งที�ยาว	r	หนั่วย	ดังนัั�นั θ	จุ่งมีขนัาด	1	เรีเดียนั

	 เนั่�องจุากวงกล้มที�มีรีัศูมียาว	r	หนั่วย	จุะมีเสั้นัรีอบวงยาว	2πr	หนั่วย

	 ดังนัั�นั	มุมที�จุุดศููนัย์กล้างซ่�งรีองรีับด้วยสั่วนัโค้งของวงกล้มที�มีความยาว	2πr	หนั่วย	แล้ะรีัศูมี	

r	หนั่วย	จุะมีขนัาด	2πrr 	เรีเดียนั	หรีือ	2π	เรีเดียนั	จุ่งกล้่าวได้ว่า	ขนัาดของมุมที�จุุดศููนัย์กล้างของ

วงกล้มที�มีรีัศูมียาว	r	หนั่วย	ที�ได้จุากการีหมุนัรีัศูมีไป็ครีบ	1	รีอบ	มีขนัาด	2π	เรีเดียนั	แต่่ขนัาด

ของมุมนัี�เมื�อวัดเป็็นัหนั่วยในัรีะบบองศูา	จุะเท่ากับ	360	องศูา

	 	 ดังนัั�นั	 360	 องศูา		 เท่ากับ		 2π		 เรีเดียนั

	 	 จุะได้ว่า	 180	 องศูา		 เท่ากับ		 π		 เรีเดียนั

	 	 นัั�นัคือ	 1	 องศูา		 เท่ากับ	 π
180	 เรีเดียนั

	 	 แล้ะ		 1	 เรีเดียนั	 เท่ากับ	 360
2π 	 องศูา	หรีือ	180π 	องศูา

1) เป็ล้ี�ยนั	30	องศูา	ให้มีหนั่วยเป็็นัเรีเดียนั

2) เป็ล้ี�ยนั	π5	เรีเดียนั	ให้มีหนั่วยเป็็นัองศูา

วิธีทำา 1) เนั่�องจุาก 180
π  องศูา	 เท่ากับ		 1	 เรีเดียนั

	 	 	 ดังนัั�นั		 30	 องศูา		 เท่ากับ		 30	× π
180

       =  π
6  เรีเดียนั

  2) เนั่�องจุาก	 1		เรีเดียนั เท่ากับ	 180
π  องศูา	

	 	 	 ดังนัั�นั	 π
5	 เรีเดียนั		 เท่ากับ	 π

5 × 180
π

	 	 	 	 	 	 =	 36	 องศูา

1)	 เป็ล้ี�ยนั	60	องศูา	ให้มีหนั่วยเป็็นัเรีเดียนั

2)	 เป็ล้ี�ยนั	3π4 	เรีเดียนั	ให้มีหนั่วยเป็็นัองศูา

การีเขียนัขนัาดของมุมที�มีหนั่วยเป็็นัเรีเดียนั	จุะไม่นัิยมเขียนัหนั่วยกำากับไว้

ข้อควรระวังข้อควรระวัง

ตัวอย่างที่	 18

ลองทำาดู
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	 จุากรีูป็ที�	30	มี	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ซ่�งมีมุม	C	เป็็นัมุมฉาก	แล้ะมีมุม	A	เป็็นั

มุมที�อยู่ในัต่ำาแหนั่งมาต่รีฐานั	แล้ะแขนั	AB	ต่ัดวงกล้มที�จุุด	D

	 จุากรีูป็ที�	31	ล้าก	DE	ต่ั�งฉากกับแกนั	X	จุะได้รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ADE	ซ่�งมุม	A	เป็็นัมุม

ที�อยู่ในัต่ำาแหนั่งมาต่รีฐานั	แล้ะจุุด	D	จุะมีคู่อันัดับเป็็นั	(cos	θ,	sin	θ)

	 จุากรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ADE	โดยอัต่รีาสั่วนัต่รีีโกณมิต่ิ	จุะได้ว่า	AE	=	cos	θ,	DE	=	sin	θ	แล้ะ	

AD = 1

	 เนั่�องจุากรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ADE	คล้้ายกับรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC

	 จุะได้ว่า	AD
AB = AE

AC = DE
BC	อัต่รีาสั่วนัของด้านัที�สัมนััยกันั

	 นัั�นัคือ	 AE
AC = AD

AB		 แล้ะ	 DE
BC = AD

AB

  cos	θ
AC  = 1

AB		 แล้ะ	 sin	θ
BC  = 1

AB

	 	 cos	θ = AC
AB		 แล้ะ	 sin	θ = BC

AB

	 	 tan	θ = sin	θ
cos	θ

  =  
BC
AB
AC
AB

  =  BC
AC

	 ดังนัั�นั	tan	θ = BC
AC

	 จุากรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ABC	ซ่�งนัักเรีียนัทรีาบค่าอัต่รีาสั่วนัต่รีีโกณมิต่ิ	sin	A,	cos	A	แล้ะ	

tan	A	มาแล้้ว	ซ่�งจุะมีค่า	ดังนั้�

	 	 	 sin	A	=	BC
AB,		cos	A	=	

AC
AB,		tan	A	=	

BC
AC

	 	 	 sin	A	=	
ความยาวด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 cos	A	=	
ความยาวด้านัป็รีะชัิดมุม	A

ความยาวด้านัต่รีงข้ามมุมฉาก

	 	 	 tan	A	=	
ความยาวด้านัต่รีงข้ามมุม	A
ความยาวด้านัป็รีะชัิดมุม	A
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3.	ฟัังก์์ชัันตริีโก์ณมุิติของมุุมุของริูปสามุเหลี�ยมุมุุมุฉาก์
	 ในัหัวข้อนั้�	 นัักเรีียนัจุะได้ศู่กษาความสััมพัันัธ์์รีะหว่างฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุริีงกับ 

ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของมุมของรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	 โดยใชั้ความรีู้จุากวงกล้มหนั่�งหนั่วย	 มุมที�

จุุดศููนัย์กล้าง	แล้ะอัต่รีาสั่วนัของรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�คล้้ายกันั	ดังนั้�

ให้้ห้าค่าขีอง sin θθ และ cos θθ เม่่อ

1) θ	=	30	ำ	 	 	 2) θ	=	-60	ำ

วิธีทำา เนั่�องจุาก	30	ำ	=	π6	เรีเดียนั	แล้ะ	60	ำ	=	
π
3	เรีเดียนั	จุะได้ว่า

  1)	 sin	θ  =	sin	30	ำ		 =	sin	π6  = 12  

   cos	θ  =	cos	30	ำ		 =	cos	π6  =   32

  2)	 sin	θ  =	sin	(-60	ำ)		=	sin	(- π3) =	-sin	
π
3  = - 

  3
2

   cos	θ =	cos	(-60	ำ)	=	cos	(- π3) =	cos	
π
3  = 

1
2

ให้หาค่าของ	sin	θ	แล้ะ	cos	θ	เมื�อ

1) θ	=	135	ำ 2) θ	=	-150	ำ

แนะแนวคิด

 sin (-θθ) = -sin θθ

 cos (-θθ) = cos θθ

ตัวอย่างที่	 19

ลองทำาดู

(1, 0)
C

E

D

B

O

Y

X

รูปที่ 30 รูปที่ 31

(1, 0)
A

D

B

C
O

Y

X A

(cos	θ,	sin	θ)
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	 รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ABC	แล้ะทฤษฎีบทพัีทาโกรีัสั

	 	 	จุะได้	 	AC2 = AB2 + BC2

    22 = 12 + BC2

    BC2 = 3

    BC =   3

	 	 	ดังนัั�นั	 sin	A	 =	 BC
AC =    32

	 	 	 	 tan	A	 =	 BC
AB =    31   =    3

	 	 	 	 cot	A	 =	 1
tan	A =  1

  3
	 	 	 	 sec	A	 =	 1

cos	A =  2

	 	 	 	 cosec	A	 =	 1
sin	A   =  2

  3
  =  2   33

รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ABC	มีมุม	B	เป็็นัมุมฉาก	แล้ะ	cos	A	=	 3
10	ให้หาค่าของ	sin	A,	tan	A,	

cos	A,	sec	A	แล้ะ	cosec	A

 1. เปลี่ยนมุม θθ ในห้น่วยองศาต่่อไปน้� ให้้มีห้น่วยเป็นเรเดียน

  1) θ	=	75	ำ		 2)	 θ	=	120	ำ

  3) θ	=	270	ำ	 4)	 θ	=	-60	ำ

  5) θ	=	-135	ำ	 6)	 θ	=	-315	ำ

 2. เปลี่ยนมุม θθ ในห้น่วยเรเดียนต่่อไปน้� ให้้มีห้น่วยเป็นองศา

  1) θ = π4  2) θ = 2π3

  3) θ = 5π3 	 4)	 θ = - 11π6

  5) θ = - 7π3 	 6)	 θ = - 9π2

แบบฝกทักษะ	 1.4
ระดับพื้นฐาน

ลองทำาดู
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ให้้ห้าอัต่ราส่่วนต่รีโก์ณมิต่ิขีองมุม A ทุก์อัต่ราส่่วน

ให้หาอัต่รีาสั่วนัต่รีีโกณมิต่ิของมุม	A	ทุกอัต่รีาสั่วนั

วิธีทำา sin	A	 =	 BC
AC =  35	 cos	A	 =	 AB

AC =  45

	 tan	A	 =	 BC
AB =  34	 cot	A	 =	 1

tan	A =  13
4

  =  43

	 sec	A	 =	 1
cos	A =  14

5

  =  54	 cosec	A	 =	 1
sin	A =  13

5

  =  53

รูปส่ามเห้ลี่ยมมุมฉาก์ ABC มีมุม B เป็นมุมฉาก์ และ cos A = 112 ให้้ห้าค่าขีอง sin A, tan A, 

cot A, sec A และ cosec A

วิธีทำา จุาก	cos	A	=	12	จุะได้รีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	ดังนั้�
C

2

1 B
A

C

5
13

12 B
A

C

3
5

4 B
A

ตัวอย่างที่	 20

ตัวอย่างที่	 21
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 ในัหัวข้อที�ผ่านัมา	 นัักเรีียนัได้ศู่กษาการีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิทั�งหกฟังก์ชัันัของ

จุำานัวนัจุริีงหรืีอของมุมบางมุมมาแล้้ว	 เชั่นั	 π6, 
π
4, 

π
3, 

π
2,	 30	ำ,	 45	ำ,	 60	ำ,	 90	ำ	 สัำาหรัีบค่าของ

ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงหรีือมุมขนัาดอื�นั	ๆ 	 สัามารีถ้หาได้เชั่นักันั	 แต่่จุะมีความยุ่งยาก 

นัักคณิต่ศูาสัต่ร์ีจุ่งได้สัร้ีางต่ารีางแสัดงค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิติ่ของจุำานัวนัจุริีงต่ั�งแต่่	 0	 ถ้่ง	 π2  

หรีือมุมที�มีขนัาดต่ั�งแต่่	0	ำ	ถ้่ง	90	ำ	ในัต่ารีางจุะแสัดงค่าของฟังก์ชัันั	Sine,	Tangent,	Cotangent	

แล้ะ	Cosine	สัำาหรัีบค่าของฟังก์ชัันั	Cosecant	แล้ะ	Secant	หาได้โดยอาศูัยค่าของฟังก์ชัันัไซนั์	

แล้ะโคไซนั์	ต่ามล้ำาดับ

ต่ัวอย่างต่ารางค่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

Degrees Radians Sine Tangent Cotangent Cosine

43	ำ 00′ .7505 .6820 .9325 1.0724 .7314 .8203 47	ำ 00′

10′ .7534 .6841 .9380 1.0661 .7294 .8174 50′

20′ .7563 .6862 .9435 1.0599 .7274 .8145 40′

30′ .7592 .6884 .9490 1.0538 .7254 .8116 30′

40′ .7621 .6905 .9545 1.0477 .7234 .8087 20′

50′ .7650 .6926 .9601 1.0416 .7214 .8058 10′

44	ำ 00′ .7679 .6947 .9657 1.0355 .7193 .8029 46	ำ 00′

10′ .7709 .6967 .9713 1.0295 .7173 .7999 50′

20′ .7738 .6988 .9770 1.0235 .7153 .7970 40′

30′ .7767 .7009 .9827 1.0176 .7133 .7941 30′

40′ .7796 .7030 .9884 1.0117 .7112 .7912 20′

50′ .7825 .7050 .9942 1.0058 .7092 .7883 10′

45	ำ 00′ .7854 .7071 1.0000 1.0000 .7071 .7854 45	ำ 00′

Cosine Cotangent Tangent Sine Radians Degrees

1.5 การใช้ตารางค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติ

การเปิิดตารางหาค่่า
ฟัังก์ชัันึ่ตรีโกณมิติ

 www.aksorn.com/qrcode/b361101
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 9.  ก์ำาห้นด 2 sin θθ = 1 เม่่อ 0 ำ < θθ < 90 ำ ให้้ห้าค่าขีอง

  1) sin (90	ำ	-	θ)	 	 	 2)	 cos (90	ำ	-	θ)

  3) tan (90	ำ	-	θ)	 	 	 4)	 cot	(90	ำ	-	θ)

  5) sec	(90	ำ	-	θ)	 	 	 6)	 cosec	(90	ำ	-	θ)

 5. ถ้้า tan θθ = 1
  2

 แล้ว sin θθ, cos θθ, cot θθ, sec θ θ และ cosec θθ มีค่าเท่าใด

 6. ให้้ห้าค่าขีอง tan θθ, cot θθ, sec θθ และ cosec θθ ต่่อไปน้�

  1) θ	=	120	ำ	 	 	 2)	 θ	=	-150	ำ

  3) θ	=	210	ำ	 	 	 4)	 θ	=	-300	ำ	

 7. ให้้ห้าค่าขีอง

  1) 4	cos	(-30	ำ)	+	sin	(-60	ำ)

  2) 5	tan	315	ำ	cos	(-390	ำ)

	 	 3)	 2	sin2(-45	ำ)	cos2(-120	ำ)	tan2135	ำ	

	 	 4)	 cos	420	ำ	+	sin	(-810	ำ)
cos	(-450	ำ)	+	sin	(-270	ำ)

 8. ถ้้า tan θθ • cot2 θθ =   33  แล้ว θθ มีค่าเป็นเท่าใด เม่่อ -360 ำ ≤ θθ ≤ 360 ำ

 3. ให้้ห้าค่าขีอง sin θθ และ cos θθ ต่่อไปน้�

  1) θ	=	45	ำ	 	 	 2)	 θ	=	120	ำ

  3) θ	=	150	ำ	 	 	 4)	 θ	=	210	ำ

  5) θ	=	-30	ำ	 	 	 6)	 θ	=	-135	ำ

  7) θ	=	-240	ำ	 	 	 8)	 θ	=	-300	ำ

 4. ให้้ห้าอัต่ราส่่วนต่รีโก์ณมิต่ิทุก์อัต่ราส่่วนขีองมุม θθ ต่่อไปน้�

  1) 
8

6
θ

 2) 
13

12
θ

 

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย

แนะแนวคิด

sin2 θθ  = sin θθ • sin θθ
cos2 θθ  = cos θθ • cos θθ
tan2 θθ  = tan θθ • tan θθ
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	 สัำาหรัีบการีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุริีงหรืีอของมุมที�ไม่ได้แสัดงในัต่ารีาง	 

จุะใชั้ความรีู้จุากการีเทียบบัญญัต่ิไต่รียางศู์หรีือสััดสั่วนั	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้ต่ารางค่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

1)	 sin	14	ำ	16′ 2)	 cos	73	ำ	42′ 3)	 tan	0.4225

วิธีทำา 1)	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า		 sin	14	ำ	10′	 =	 0.2447
	 	 	 	 sin	14	ำ	20′	 =	 0.2476
	 	 	 จุากค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิข้างต่้นั	จุะได้ว่า

	 	 	 ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั	 10′	ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0029
	 	 	 ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั		 6′	ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.002910  ×	6	≈	0.0017

	 	 	 ดังนัั�นั	sin	14	ำ	16′ ≈	0.2447	+	0.0017	=	0.2464

  2)	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า		 cos	73	ำ	40′	 =	 0.2812
	 	 	 	 cos	73	ำ	50′	 =	 0.2784
	 	 	 จุากค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิข้างต่้นั	จุะได้ว่า

	 	 	 ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั	 10′	ค่าของฟังก์ชัันัโคไซนั์ล้ดล้ง	0.0028
	 	 	 ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั		 2′	คา่ของฟังก์ชัันัโคไซน์ัล้ดล้ง	0.002810  × 2 ≈	0.0006

	 	 	 ดังนัั�นั	cos	73	ำ	42′ ≈	0.2812	-	0.0006	=	0.2806

  3)	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า		 tan	0.4218	 =	 0.4487

	 	 	 	 tan	0.4247	 =	 0.4522

	 	 	 จุากค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิข้างต่้นั	จุะได้ว่า

	 	 	 ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	0.0029	ค่าของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์เพัิ�มข่�นั	0.0035

	 	 	 ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	0.0007	ค่าของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์เพัิ�มข่�นั	d

	 	 	 นัั�นัคือ		 d
0.0035 = 0.0007

0.0029

	 	 	 	 d	 =	 0.00070.0029 × 0.0035

     ≈	 0.0008

	 	 	 ดังนัั�นั	tan	0.4225	≈	0.4487	+	0.0008	=	0.4495

ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�	โดยใชั้ต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ

1)	 sin	14	ำ	28′ 2)	 cos	78	ำ	12′ 3)	 tan	0.6759

ตัวอย่างที่	 23
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	 จุากต่ารีางค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ินัักเรีียนัจุะเห็นัว่า	 ด้านับนัแล้ะด้านัล้่างจุะมีชัื�อฟังก์ชัันั

ต่รีีโกณมิต่ิแต่กต่่างกันั	ดังนัั�นั	การีอ่านัค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัต่ั�งแต่่	0	ถ้่ง	π4	หรีือของ 

มุมต่ั�งแต่่	 0	ำ	 ถ้่ง	 45	ำ	 ให้อ่านัทางด้านัซ้ายของต่ารีางโดยอ่านัจุากบนัล้งล่้าง	 แต่่ถ้้าค่าฟังก์ชัันั 

ต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงต่ั�งแต่่	 π4	 ถ้่ง	
π
2	 หรีือของมุมต่ั�งแต่่	 45	ำ	 ถ้่ง	 90	ำ	 ให้อ่านัทางขวามือ 

ของต่ารีางโดยอ่านัจุากล้่างข่�นับนั	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้ต่ารางค่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

1) sin	43	ำ	20′ 2) cos	45	ำ	50′ 3) tan	46	ำ	10′

4) cot	0.7941 5) sec	0.7738 6) cosec	0.8145

วิธีทำา จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า

  1) sin	43	 20′	 =	0.6862

  2) cos	45	 50′	 =	0.6967

  3) tan	46	 10′	 =	1.0416

  4) cot	0.7941	 =	0.9827

  5) เนั่�องจุาก	sec	0.7738	=	 1
cos	0.7738

	 	 	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	cos	0.7738	=	0.7153

	 	 	 ดังนัั�นั	sec	0.7738	=	 1
0.7153 ≈	1.3980

  6) เนั่�องจุาก	cosec	0.8145	=	 1
sin	0.8145

	 	 	 	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	sin	0.8145	=	0.7274

	 	 	 	 ดังนัั�นั	cosec	0.8145	=	 1
0.7274 ≈	1.3748

ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�	โดยใชั้ต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ

1)	 sin	28	ำ	40′ 2)	 cos	64	ำ	10′ 3)	 tan	13	ำ	30′

4)	 cot	0.7127 5)	 sec	0.5963 6)	 cosec	1.3294

ตัวอย่างที่	 22
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มุุมุเทคโน่โลยีีมุุมุเทคโน่โลยีี

	 ในัป็ัจุจุุบันั	 การีใชั้ต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิเพัื�อหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิที�

ต่้องการีไม่เป็็นัที�นัิยม	 เนั่�องจุากสัามารีถ้ใช้ัเครีื�องคิดเล้ขหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิที�

ต่้องการีได้ล้ะเอียดกว่าการีใชั้ต่ารีาง

ต่ัวอย่าง	 1)	 ให้หาค่าของ	sin	38	ำ	โดยใชั้เครีื�องคิดเล้ข

	 	 กดป็ุ�ม	 MODE  MODE  1  	sin   3   8   =  

	 	 จุะป็รีากฏจุำานัวนั	0.615661475

	 	 ดังนัั�นั	sin	38	ำ	เท่ากับ	0.6157

	 2)	 ให้หาค่าของ	cos	0.7912	โดยใชั้เครีื�องคิดเล้ข

	 	 กดป็ุ�ม	 MODE  MODE  2  	cos   0   .   7   9   1   2   =  

	 	 จุะป็รีากฏจุำานัวนั	0.702992385

	 	 ดังนัั�นั	cos	0.7912	เท่ากับ	0.7030

ห้มายเห้ตุ่ ป็ุ�มกดบนัเครีื�องคิดเล้ขแต่่ล้ะรีุ่นัจุะมีความแต่กต่่างกันั	ให้อ้างอิงวิธ์ีการีต่ามเครีื�องคิดเล้ขรีุ่นันัั�นั	ๆ

ส่่วนประก์อบห้ลัก์บนเคร่่องคิดเลขี

1.	 หนั้าจุอแสัดงผล้การีทำางานั

2.	 ป็ุ�มเป็ิดเครีื�อง

3.	 	ป็ุ�ม	MODE/SETUP	 ใชั้สัำาหรีับเล้ือก

โหมดหรีือต่ั�งค่าเครีื�อง

4.		 	ป็ุ�ม	 SHIFT 	สัำาหรีับเรีียกใชั้คำาสัั�งที�

เป็็นัสัีเหล้ือง	แล้้วต่ามด้วยป็ุ�มคำาสัั�ง

นัั�นั	ๆ

5.	 	ป็ุ�ม	 ALPHA 	สัำาหรีับเรีียกใชั้คำาสัั�งที�

เป็็นัต่ัวอักษรีสัีแดง	แล้้วต่ามด้วยป็ุ�ม

คำาสัั�งนัั�นั	ๆ

6.	 	ป็ุ�มควบคุมทิศูทาง	ใชั้เล้ื�อนัดูคำาต่อบ

หรีือแก้ไขการีคำานัวณ

7.		ป็ุ�มฟังก์ชัันัแล้ะสัูต่รีการีคำานัวณ

8.	 	ป็ุ�มต่วัเล้ข/เครีื�องหมายการีดำาเนันิัการี

1

2

8

7

5 3

6

4

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 45

ก์ำาห้นด 0 ≤≤  θθ  ≤≤  ππ ให้้ห้าค่าขีอง θθ ที่ทำาให้้

1)	 cos	θ	=	0.8843 2)	 sin	θ	=	0.4780

วิธีทำา 1)	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	cos	0.4858	=	0.8843

	 	 	 ดังนัั�นั	θ	มีค่าเท่ากับ	0.4858

  2)	 เนั่�องจุาก	sin	θ	=	0.4780	มีค่าอยู่รีะหว่าง	sin	0.4974	กับ	sin	0.5003

	 	 	 จุากต่ารีาง	จุะได้ว่า	sin	0.4974	=	0.4772	แล้ะ	sin	0.5003	=	0.4797

	 	 	 จุากค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิข้างต่้นั	จุะได้ว่า

	 	 	 ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0025	ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	0.0029

	 	 	 ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0008	ค่าของจุำานัวนัจุรีิงเพัิ�มข่�นั	d	

	 	 	 นัั�นัคือ	 d
0.0029 = 0.0008

0.0025 

	 	 	 	 d	 =	 0.00080.0025 ×  0.0029 

     ≈ 0.0009

	 	 	 จุะได้ว่า	 sin(0.4974	+	0.0009)	 =	 0.4780

	 	 	 	 sin	0.4983	 =	 0.4780	

	 	 	 ดังนัั�นั	θ	มีได้	2	ค่า	คือ	0.4983	หรีือ	π	-	0.4983

กำาหนัด	0	≤  θ  ≤  π	ให้หาค่าของ	θ	ที�ทำาให้

1)	 cos	θ = 0.9013 2)	 sin	θ	=	0.6424

	 นัอกจุากนั้�	ยังสัามารีถ้ใชั้ต่ารีางแสัดงค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิหาค่าของจุำานัวนัจุรีิงหรีือของ

มุม	เมื�อทรีาบค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงหรีือของมุมนัั�นั	ๆ 	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

การีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิติ่ของจุำานัวนัจุริีงหรืีอของมุมที�ไม่ได้แสัดงในัต่ารีางโดยใชั้ความรูี้จุาก 

การีเทียบบัญญัติ่ไต่รียางศู์หรืีอสััดสั่วนั	 ถ้้าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิติ่ใดมีค่าของฟังก์ชัันัล้ดล้งเมื�อขนัาดของ 

มุมเพัิ�มข่�นั	ค่าที�ได้จุากการีเทียบบัญญัต่ิไต่รียางศู์หรีือสััดสั่วนัต่้องนัำาไป็ล้บออกจุากค่าต่ั�งต่้นั

ข้อควรระวังข้อควรระวัง

ตัวอย่างที่	 24

ลองทำาดู

 

	 เนั่�องจุากค่าของ	sin	θ	เมื�อ 

0 ≤ θ ≤ π	มี	2	ค่า	คือ	sin	θ 

แล้ะ	sin(π - θ)	ดังนัั�นั	ข้อ	2)	

จุ่งได้	θ	 เท่ากับ	 0.4983	 แล้ะ	

π	-	0.4983

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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 นัักเรีียนัได้ศู่กษาการีเขียนักรีาฟของฟังก์ชัันัเชัิงเสั้นั	เชั่นั	y	=	x	+	3	แล้ะกรีาฟของฟังก์ชัันั 
กำาล้ังสัอง	เชั่นั	y	=	x2 + x	-	6	ซ่�งนัักเรีียนัทรีาบแล้้วว่า	การีเขียนักรีาฟของฟังก์ชัันัแต่่ล้ะชันัิด
จุะต่้องสัมมต่ิค่าของต่ัวแป็รี	 x	 ให้เหมาะสัมเพัื�อให้ได้คู่อันัดับของกรีาฟที�ค่อนัข้างจุะสัมบูรีณ์เพัื�อ 
นัำาไป็เขยีนักรีาฟ	สัำาหรีบัการีเขยีนักรีาฟของฟงักช์ันััต่รีีโกณมติ่จิุะใชัห้ล้กัการีเดยีวกนัั	ดงัรีายล้ะเอยีด 

ต่่อไป็นั้�

1.	 ก์ริาฟัของ	y	=	sin	X
	 ให้นัักเรีียนัพัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	sin	x	ในัแต่่ล้ะชั่วงต่่อไป็นั้�	

 1) ก์ราฟัขีอง y = sin x เม่่อ 0 ≤ x ≤ ππ

  

รูปที่ 32
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 2) ก์ราฟัขีอง y = sin x เม่่อ 0 ≤ x ≤ 2ππ

  

x 0 π
6

π
4

π
3

π
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2π
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3π
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sin x 0 1
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  2
2

  3
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x 0 π
6

π
2
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11π
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sin x 0 1
2 1 1

2 0 - 12 -1 - 12 0

1.6 กราฟของฟังก์ชันตรีโกณมิติ

 กราฟัของ 
ฟัังก์ชัันึ่ตรีโกณมิติ

 www.aksorn.com/simulation/mat09167
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 1. ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้ต่ารางค่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

	 	 1)	 sin	38	ำ	40′	 2)	 cos	62	ำ	28′

	 	 3)	 tan	0.1542	 4)	 cot	1.1560

	 	 5)	 sec	41	ำ	 6)	 cosec	77	ำ	10′

	 	 7)	 sin	42	ำ	18′	 8)	 tan	12	ำ	36′

 2. ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้เคร่่องคิดเลขี

	 	 1)	 sin	63	ำ		 2)	 tan	11	ำ

  3)	 cos	0.7436	 4)	 tan	0.4558

 6.  เส่้นต่รงเส่้นห้น่�งต่ัดเส่้นต่รงคู่ห้น่�งซ่�งมีมุม A และมุม B เป็นมุมที่อยู่ภายในขี้างเดียวก์ันขีอง

เส่้นต่ัด ถ้้า cot A = 1.3270 และ tan B = 0.3249 อยาก์ทราบว่าเส่้นต่รงคู่น้�ขีนานก์ัน

ห้ร่อไม่ เพราะเห้ตุ่ใด

 3. ก์ำาห้นด 0 ≤≤ θθ ≤≤ ππ ให้้ห้าค่าขีอง θθ ที่ทำาให้้

	 	 1)	 sin	θ	=	0.3700	 2)	 cos	θ = 0.9159

  3) tan	θ	=	0.4765	 4)	 cot	θ	=	1.5204

  5) sec	θ	=	1.2232	 6)	 cosec	θ	=	2.7902

	 	 7) tan	θ	=	0.4684	 8)	 sin	θ	=	1.0785

 4.  ถ้้า ∆ ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมมุมฉาก์ที่มี CAB เป็นมุมฉาก์ ABC เท่าก์ับ 32 องศา และ

มีด้านต่รงขี้ามมุมฉาก์ยาว 14 เซนต่ิเมต่ร อยาก์ทราบว่าความยาวขีองด้าน AB และ AC 

เป็นเท่าใด

 5.  ถ้้า ∆ PQR เป็นรูปส่ามเห้ล่ียมมุมฉาก์ท่ีมี RPQ เป็นมุมฉาก์ ด้านต่รงขี้ามมุมฉาก์ยาว 

13 เซนต่ิเมต่ร และด้านประก์อบมุมฉาก์ด้านห้น่่งยาว 5 เซนต่ิเมต่ร อยาก์ทราบว่า PQR 

และ QRP มีขีนาดเป็นเท่าใด

∧ ∧

∧

∧

∧

ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย

แบบฝกทักษะ	 1.5
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	 จุากกรีาฟของ	y	=	sin	x	จุะเห็นัว่า	-2π ≤ x ≤	0	แล้ะ	0	≤ x ≤ 2π	เป็็นัชั่วงที�มีความยาว	

2π	 เท่ากันั	 แล้ะกรีาฟบนัชั่วงนั้�มีล้ักษณะเหมือนักันั	 จุ่งกล้่าวได้ว่า	 ฟังก์ชัันั	 y	 =	 sin	x	 มีคาบ	
เท่ากับ	2π	แล้ะเมื�อพัิจุารีณากรีาฟในัชั่วง	-2π ≤ x ≤	0	จุะเห็นัว่า	กรีาฟของฟังก์ชัันัเป็็นักรีาฟ

เสั้นัโค้งเป็ิดล้งด้านัล้่างต่ั�งแต่่ชั่วง	-2π	ถ้่ง	-π	ซ่�งมีค่าสัูงสัุดเท่ากับ	1	แล้ะเป็็นักรีาฟเสั้นัโค้งเป็ิดข่�นั 

ด้านับนัต่ั�งแต่่ชั่วง	 -π	 ถ้่ง	 0	ซ่�งมีค่าต่ำ�าสัุดเท่ากับ	 -1	 ดังนัั�นั	 ฟังก์ชัันั	 y	 =	 sin	x	มีแอมพัล้ิจุูด	
เท่ากับ	1	-	(-1)2  = 1

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัไซนั์	คือ	เซต่ของจุำานัวนัจุรีิง

	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัไซนั์	คือ	[-1,	1]

	 กรีาฟของฟังก์ชัันัไซนั์ต่ัดแกนั	X	ที�จุุด	(x,	0)	เมื�อ	x	คือ	..., -2π, -π, 0, π, 2π, ...

	 กรีาฟของฟังก์ชัันัไซนั์ต่ัดแกนั	Y	ที�จุุด	(0,	0)

2.	ก์ริาฟัของ	y	=	cos	X
	 กรีาฟของ	y	=	cos	x	 เมื�อ	 -2π ≤ x ≤ 2π	มีล้ักษณะการีเขียนักรีาฟคล้้ายกับกรีาฟของ	 

y	=	sin	x
	 จุาก	cos	(2nπ + α) = cos	α	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	จุะได้กรีาฟของฟังก์ชัันัโคไซนั์	ดังนั้�

- π
2

1	คาบ 1	คาบ

1

-1

O 2π

Y

-2π - 3π
2

-π π 3π
2

π
2

X

	 จุากกรีาฟของ	y	=	cos	x	จุะเห็นัว่า	-2π ≤ x ≤	0	แล้ะ	0	≤ x ≤ 2π	เป็็นัชั่วงที�มีความยาว 

2π	 เท่ากันั	 แล้ะกรีาฟบนัชั่วงนั้�มีล้ักษณะเหมือนักันั	 จุ่งกล้่าวได้ว่า	 ฟังก์ชัันั	 y	 =	 cos	x	 มีคาบ	
เท่ากับ	2π	แล้ะเมื�อพัิจุารีณากรีาฟในัชั่วง	-2π ≤ x ≤	0	จุะเห็นัว่า	กรีาฟของฟังก์ชัันัมีค่าสัูงสัุด	

เท่ากับ	1	แล้ะมีค่าต่�ำาสัุดเท่ากับ	-1	ดังนัั�นั	ฟังก์ชัันั	y	=	cos	x	มีแอมพัล้ิจุูดเท่ากับ	1	-	(-1)2  = 1

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัโคไซนั์	คือ	เซต่ของจุำานัวนัจุรีิง

	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัโคไซนั์	คือ	[-1,	1]

	 กรีาฟของฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่ัดแกนั	X	ที�จุุด	(x,	0)	เมื�อ	x	คือ	..., - 3π
2 , - π2, 

π
2, 

3π
2 , ...

	 กรีาฟของฟังก์ชัันัโคไซนั์ต่ัดแกนั	Y	ที�จุุด	(0,	1)
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 จุาก	sin	(2nπ + α)	=	sin	α	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	จุะได้กรีาฟของฟังก์ชัันัไซนั์	ดังนั้�

	 กรีาฟของ	y	=	sin	x	เมื�อ	-2π ≤ x ≤ 2π

1

-π π-2π 2π

-1

O

Y

X

1	คาบ 1	คาบ

รูปที่ 34

	 จุากกรีาฟของ	y	=	sin	x	ข้างต่้นั	จุะเห็นัว่า	กรีาฟจุะแบ่งแกนั	X	ออกเป็็นัชั่วงย่อยที�สัั�นัที�สัุด	
2	ชั่วง	โดยที�ชั่วงย่อยแต่่ล้ะชั่วงมีความยาวเท่ากันั	แล้ะกรีาฟในัแต่่ล้ะชั่วงย่อยมีล้ักษณะเหมือนักันั 

เรีียกความยาวของช่ัวงย่อยดังกล่้าวว่า	 คาบ (period)	 แล้ะเรีียกฟังก์ชัันัของกรีาฟว่า	 ฟัังก์์ชััน 

ที่เป็นคาบ (periodic function)

	 แล้ะจุากกรีาฟข้างต่้นัเป็็นักรีาฟที�มีค่าสัูงสัุดแล้ะค่าต่ำ�าสัุด	 ซ่�งจุะเรีียกค่าที�เท่ากับครี่�งหนั่�งของ 

ค่าสัูงสัุดล้บด้วยค่าต่ำ�าสุัดของฟังก์ชัันัที�เป็็นัคาบว่า	 แอมพลิจุูด (amplitude)	 ซ่�งเป็็นัไป็ต่าม 

บทนัิยามต่่อไป็นัี�

 แอมื่พลิิจำูดของฟัังก์์ชัันที่่�เป็็นค�บเที่่�กั์บ 
ค่�สำูงสำุด - ค่�ต่ำ��สำุด

2

บทนิยาม
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เขีียนก์ราฟัขีอง y = 4 sin 2x เม่่อ -2π ≤ x ≤ 2π พร้อมทั�งห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูด

วิธีทำา  จุาก y	=	4	sin	2x	จุะได้ว่า	a	=	4	แล้ะ	n	=	2
	 	 	 	ดังนัั�นั	เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]	=	[-4,	4]

	 	 	 	 คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn  = 2π2  = π

	 	 	 	 แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙ = ∙4∙	=	4

	 	 	 เขียนักรีาฟของ	y	=	4	sin	2x	ได้	ดังนัี�
Y
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	เขียนักรีาฟของ	y	=	12	sin	2x	เมื�อ	-2π ≤ x ≤ 2π	พัรี้อมทั�งหาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูด

	 จุากต่ัวอย่างที�	25	การีหาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัไซนั์ในัรีูป็ทั�วไป็	เป็็นัดังนั้�

	 กำาหนัด	f	:	RR ➞ RR,	f(x)	=	a	sin	(nx)	เมื�อ	n	> 0

	 จุะได้ว่า	 	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]

	 	 	 	คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn
	 	 	 	แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙

	 จุากรูีป็ทั�วไป็ของฟังก์ชัันัไซน์ั	จุะเห็นัว่า	คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn 	แล้ะแอมพัลิ้จุดูของฟังก์ชัันั	

เท่ากับ	∙a∙	ทำาให้การีเขียนักรีาฟของฟังก์ชัันัไซนั์ทำาได้รีวดเรี็วข่�นั	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ตัวอย่างที่	 26

ลองทำาดู
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 เขีียนก์ราฟัขีอง y = sin x, y = 2 sin x และ y = 3 sin x บนระบบพิก์ัดฉาก์เดียวก์ัน  

เม่่อ -2ππ ≤ x ≤ 2ππ พร้อมทั�งห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูดขีองฟัังก์์ชัันทั�งส่าม

วิธีทำา 

  จุากต่ารีางเขียนักรีาฟได้	ดังนั้�

X

Y

π
2

π 3π
2

-2π -π 2πO

-1

-2

-3

1

2

3 y	=	3	sin	x

y	=	2	sin	x

y	=	sin	x

- π
2- 3π2

	 	 จุากกรีาฟจุะได้เรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัทั�งสัาม	ดังนั้�

	เขียนักรีาฟของ	y	=	sin	x, y = 12	sin	x	แล้ะ	y	=	
1
4	sin	x	บนัรีะบบพัิกัดฉากเดียวกันั	 

เมื�อ	-2π ≤ x ≤ 2π	พัรี้อมทั�งหาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัทั�งสัาม

x 0 π
2 π

3π
2 2π

sin x 0 1 0 -1 0

2 sin x 0 2 0 -2 0

3 sin x 0 3 0 -3 0

ฟัังก์์ชััน เรนจุ์ คาบ แอมพลิจุูด

sin x [-1,	1] 2π 1	-	(-1)
2  = 1

2 sin x [-2,	2] 2π 2	-	(-2)
2  = 2

3 sin x [-3,	3] 2π 3	-	(-3)
2  = 3

ตัวอย่างที่	 25

ลองทำาดู
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	เขียนักรีาฟของ	y	=	3	cos	3x	เมื�อ	-2π ≤ x ≤ 2π	พัรี้อมทั�งหาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูด

ให้้ห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูดขีอง y = 2 cos x4
วิธีทำา  จุาก y	=	2	cos	x4		จุะได้ว่า	a	=	2	แล้ะ	n	=	

1
4

	 	 	ดังนัั�นั	เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]	=	[-2,	2]

	 	 	 	 	 คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn  = 2π1
4

	=	8π

	 	 			 	 แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙ = ∙2∙ = 2

ให้หาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของ	y	=	3	cos	x3

	 การีเขียนักรีาฟของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิบางฟังก์ชัันัอาจุต้่องใช้ัความรีู้	 เรีื�อง	 การีเล้ื�อนัขนัานั 

โดยใชั้การีเล้ื�อนัขนัานักรีาฟรีูป็มาต่รีฐานัในัแนัวแกนันัอนัหรีือแนัวแกนัต่ั�ง	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	29

ลองทำาดู

2

-π π-2π
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X
2ππ
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2
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2
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ให้้ห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูดขีอง y = 8 sin 6x

วิธีทำา	 จุาก	y	=	8	sin	6x	จุะได้ว่า	a	=	8	แล้ะ	n	=	6

	 	 	ดังนัั�นั	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]	=	[-8,	8]

	 	 	 	 คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn  = 2π6  = π3
	 	 	 	 แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙ = ∙8∙	=	8

 เขีียนก์ราฟัขีอง y = 2 cos 2x เม่่อ -2ππ ≤ x ≤ 2ππ พร้อมทั�งห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูด

วิธีทำา	 จุาก	y	=	2	cos	2x	จุะได้ว่า	a	=	2	แล้ะ	n	=	2

	 	 	ดังนัั�นั	เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]	=	[-2,	2]	

	 	 	 	 คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn  = 2π2  = π

	 	 	 	 แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙ = ∙2∙ = 2

	 	 	 เขียนักรีาฟของ	y	=	2	cos	2x	ได้	ดังนั้�

ให้หาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของ	y	=	2	sin	x2 

	 การีหาเรีนัจุ์	คาบ	แล้ะแอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัโคไซนั์ในัรีูป็ทั�วไป็	เป็็นัดังนัี�

	 กำาหนัด	f	:	RR ➞ RR,	f(x)	=	a	cos	(nx)	เมื�อ	n	> 0

	 จุะได้ว่า	 	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเท่ากับ	[-∙a∙, ∙a∙]

	 	 	 	คาบของฟังก์ชัันัเท่ากับ	2πn
	 	 	 	แอมพัล้ิจุูดของฟังก์ชัันัเท่ากับ	∙a∙

ตัวอย่างที่	27

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	28
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เขียนักรีาฟของ	y	=	-2	cos	(2x - π
3)  + 3

    ขีั�นต่อนที่ 2		เล้ื�อนักรีาฟของ	y	=	-3	cos	2x	ให้ขนัานักับแกนั	X	ไป็ทางซ้าย	π
6
	หนั่วย 

จุะได้กรีาฟของ	 y	 =	 -3	cos	2	(x + π
6) หรีือ	 y	 =	 -3	cos	(2x + 

π
3)  

แล้้วเล้ื�อนักรีาฟของ	y	=	-3	cos	2	(x + π6)  ข่�นั	2	หนั่วย	จุะได้กรีาฟของ 
y	=	-3	cos	2	(x + π

6)  +	2	หรีือ	y	=	-3	cos	(2x + 
π
3) + 2 ดังรีูป็

	 ในัการีเขียนักรีาฟฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	 นัักเรีียนัควรีทรีาบโดเมนัของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	

ดังนั้�

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์		 คือ	{x ∙ x∊RR, x ≠	nπ + π2,	n∊ZZ}

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัเซแคนัต่์		 คือ	{x ∙ x∊RR, x ≠	nπ + π2,	n∊ZZ}

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัโคแทนัเจุนัต่์	คือ	{x ∙ x∊RR, x ≠	nπ,	n∊ZZ}

	 โดเมนัของฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์		 คือ	{x ∙ x∊RR, x ≠	nπ,	n∊ZZ}

3.	ก์ริาฟัของ	y	=	tan	X

	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	tan	x	เมื�อ	-	π2 < x < π
2

x - π3 - π4 - π6 0 π
6

π
4

π
3

tan x -   3 -1 -   33
0   3

3
1   3

ลองทำาดู

2
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5

6

1

-1

-2

-3

Y

X
π
4

2π
4

3π
4

- π
6

O
y	=	-3	cos	(2x + π

3)

y	=	-3	cos	2x

y	=	-3	cos	(2x + π
3) + 2

π
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เขีียนก์ราฟัขีอง y = 2 sin 3 ((xx - ππ6))
วิธีทำา   เนั่�องจุากกรีาฟของ	 y	 =	 2	sin	3	(x - π6)  เป็็นักรีาฟที�เกิดจุากการีเล้ื�อนัขนัานักรีาฟ 

ของ	y	=	2	sin	3x	ไป็ทางขวา	π
6
	หนั่วย

	 	 	ดังนัั�นั	การีเขียนักรีาฟของ	y	=	2	sin	3	(x - π6)	จุ่งมีขั�นัต่อนั	ดังนั้�
    ขีั�นต่อนที่ 1	เขียนักรีาฟของ	y	=	2	sin	3x 

    ขีั�นต่อนที่ 2		เล้ื�อนักรีาฟของ	y	=	2	sin	3x	ไป็ทางขวา	π
6
	หนั่วย	จุะได้กรีาฟของ	 

y	=	2	sin	3	(x - π6)	ดังรีูป็

เขีียนก์ราฟัขีอง y = -3 cos ((2xx + ππ3)) + 2

วิธีทำา   นัำา	y	=	-3	cos	(2x + π3)  +	2	มาจุัดรีูป็ใหม่	จุะได้	y	=	-3	cos	2	(x + 
π
6) + 2

	 	 	จุะเป็็นัฟังก์ชัันัที�มี	1	คาบ	เท่ากับ	2π2  = π	แล้ะแอมพัล้ิจุูดเท่ากับ	∙-3∙ = 3

	 	 	 	เนั่�องจุากกรีาฟของ	y	=	-3	cos	2	(x + π6)  +	2	เป็็นักรีาฟที�เกิดจุากการีเล้ื�อนัขนัานั
	 	 	กรีาฟของ	y	=	-3	cos	2x	ไป็ทางซ้าย	π6	หนั่วย	แล้้วเล้ื�อนักรีาฟข่�นั	2	หนั่วย

	 	 	ดังนัั�นั	การีเขียนักรีาฟของ	y	=	-3	cos	2	(x + π6)  +	2	จุ่งมีขั�นัต่อนั	ดังนั้�
   ขีั�นต่อนที่ 1	เขียนักรีาฟของ	y	=	-3	cos	2x

เขียนักรีาฟของ	y	=	3	sin	2	(x - π4)

ตัวอย่างที่	30

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	31
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X
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 สัำาหรีับกรีาฟของฟังก์ชัันัโคเซแคนัต์่	 ฟังก์ชัันัเซแคนัต์่	 แล้ะฟังก์ชัันัโคแทนัเจุนัต์่	 ซ่�งทั�ง	 

3	ฟังก์ชัันั	เป็็นัสั่วนักล้ับของฟังก์ชัันัไซนั์	ฟังก์ชัันัโคไซนั์	แล้ะฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์	ต่ามล้ำาดับ

4.	ก์ริาฟัของ	y	=	cosec	X
	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	cosec	x

π
2

π

5π
2

3π
2

-2π -π 2π

Y

-1

1

O
- 3π

2
- 5π

2
- π
2

X

รูปที่ 38

	 จุากกรีาฟของ	y	=	cosec	x	จุะเห็นัว่า	ค่าของฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์เป็็นัจุำานัวนัจุรีิงทุกจุำานัวนั	
ยกเว้นัค่ารีะหว่าง	-1	กับ	1

	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์	คือ	(-∞,	-1]	∪	[1,	∞)

	 ฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์เป็็นัฟังก์ชัันัที�เป็็นัคาบแล้ะมีคาบเท่ากับ	2π

 ฟังก์ชัันัโคเซแคนัต่์ไม่มีค่าสัูงสัุดแล้ะค่าต่ำ�าสัุด	จุ่งไม่มีแอมพัล้ิจุูด

5.	ก์ริาฟัของ	y	=	sec	X
	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	sec	x

π
2

π

5π
2

3π
2

-2π -π 2π

Y

-1

1

O X
- 5π

2
- 3π

2
- π
2
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รูปที่ 36
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	 จุาก	tan	(nπ + α)	=	tan	α	เมื�อ	n	เป็็นัจุำานัวนัเต่็ม	จุะได้กรีาฟของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์	ดังนั้�

Y

π
2

π

5π
2

3π
2

-2π -π 2π

- 5π
2

- 3π
2

- π
2

X

1	คาบ 1	คาบ 1	คาบ 1	คาบ1	คาบ

O

รูปที่ 37

	 จุากกรีาฟของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์	เสั้นัต่รีง	x = - π2	แล้ะ	x = 
π
2	ไม่ใชั่สัมาชัิกของโดเมนัของ	 

y	=	tan	x	แล้ะเสั้นักรีาฟจุะโค้งเข้าหาเสั้นัต่รีง	x = - π2  แล้ะ	x = 
π
2

 เมื�อพัจิุารีณากรีาฟเป็น็ัชัว่งยอ่ยจุะเหน็ัวา่	กรีาฟของฟงักช์ันััแต่ล่้ะชัว่งยอ่ยมลี้กัษณะเหมอืนักนัั 

ซ่�งแต่่ล้ะชั่วงย่อยมีความยาวเท่ากับ	π	ดังนัั�นั	ฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์เป็็นัฟังก์ชัันัที�เป็็นัคาบ	แล้ะมีคาบ 

เทา่กบั	π	แล้ะจุะเหน็ัวา่	กรีาฟของ	y	=	tan	x	ในัแต่่ล้ะคาบไมม่คีา่ต่ำ�าสุัดแล้ะคา่สังูสัดุ	ดงันัั�นั	จุ่งไมม่ี 
แอมพัล้ิจุูด
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 6. เขีียนฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิจุาก์ก์ราฟัต่่อไปน้�

 4. ให้้ห้าคาบและแอมพลิจุูดขีองฟัังก์์ชัันต่่อไปน้�

  1) y = 45	sin	7x - 1 2) y = 47	sin (2x - 
3π
4 ) 

  3) y = 27	cos	8x + 
3
5	 4)	 y	=	2	cos (5x + 7π8 ) + 1

 5.  เขียีนก์ราฟัขีอง y = a sin nx ห้รอ่ y = a cos nx ต่่อไปน้� เม่อ่ -2ππ ≤ x ≤ 2ππ

	 	 1)	 y	=	3	sin	2x	+	3	 2)	 y	=	3	sin	4(x + π8)
  3)	 y	=	2	sin	3(x - π6) +	3	 4)	 y	=	74	cos 3x - 2

  5) y = 23	cos	
x
2	+	1	 6)	 y	=	35	cos (2x - 

π
8) + 10

 2. เขีียนก์ราฟัขีอง y = a sin nx ห้ร่อ y = a cos nx ต่่อไปน้� เม่่อ -2ππ ≤ x ≤ 2ππ

	 	 1)	 y	=	4	sin	x	 2)	 y	=	sin	4x

  3) y = 13	sin	
x
2	 4)	 y	=	25	sin	2x

	 	 5)	 y	=	6	cos	x		 6)	 y	=	3	cos	x4
  7)	 y	=	cos	x3	 8)	 y	=	3	cos	4x

 3. ให้้ห้าเรนจุ์ คาบ และแอมพลิจุูดขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

  1) y = 14	sin	
x
3 2) y = 16	sin	

4
5 x

  3) y = 17	cos	
x
8	 4)	 y	=	38	cos	

3
4 x

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย

-1

O

Y

1

2

-2

-π π-2π
X

2π
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จุากกรีาฟของ	y	=	sec	x จุะเหน็ัวา่	คา่ของฟงักช์ันััเซแคนัต์่เป็น็ัจุำานัวนัจุรีงิทกุจุำานัวนั	ยกเวน้ั
ค่ารีะหว่าง	-1	กับ	1

	 เรีนัจุ์ของฟังก์ชัันัเซแคนัต่์	คือ	(-∞,	-1]	∪	[1,	∞)

	 ฟังก์ชัันัเซแคนัต่์เป็็นัฟังก์ชัันัที�เป็็นัคาบแล้ะมีคาบเท่ากับ	2π

ฟังก์ชัันัเซแคนัต่์ไม่มีค่าสัูงสัุดแล้ะค่าต่ำ�าสัุด	จุ่งไม่มีแอมพัล้ิจุูด

6.	ก์ริาฟัของ	y	=	cot	X
	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	cot	x

รูปที่ 40
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	 จุากกรีาฟของ	y	=	cot	x	จุะเห็นัว่า	ค่าของฟังก์ชัันัโคแทนัเจุนัต่์เป็็นัฟังก์ชัันัที�เป็็นัคาบแล้ะ
มีคาบเท่ากับ	π

	 ฟังก์ชัันัโคแทนัเจุนัต่์ไม่มีค่าสัูงสัุดแล้ะค่าต่ำ�าสัุด	จุ่งไม่มีแอมพัล้ิจุูด

 1. ให้้ห้าคาบและแอมพลิจุูดขีองฟัังก์์ชัันต่่อไปน้�

	 	 1)	 y	=	5	sin	x 2) y = 12	sin	x

	 	 3)	 y	=	sin	8x	 4)	 y	=	sin	x3
	 	 5)	 y	=	6	cos	x2	 6)	 y	=	12	cos	

x
2

	 	 7)	 y	=	3	cos	x	 8)	 y	=	12	cos	4x

แบบฝกทักษะ	 1.6
ระดับพื้นฐาน
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เนื่่�องจากจุด (x1, y1) เป็็นื่จุด 
ที่่�อยู่่�บนื่วงกลมหนื่่�งหนื่�วยู่ ดังนื่ั�นื่ 
สมการวงกลมที่่�ผ่ �านื่จุด (x1, y1) 

คื่อ x1
2 + y1

2  = 1

	 ดังนัั�นั		 PP3 = P1P2

     (x3 - 1)
2	+	(y3 - 0)

2 =   (x2 - x1)
2	+	(y2 - y1)

2 

	 	 	 (x3 - 1)
2	+	(y3 - 0)

2	 =	 (x2 - x1)
2	+	(y2 - y1)

2

	 	 	 (x2
3 - 2x3 + 1) + y

2
3 =	 (x2

2 - 2x1x2 + x
2
1)	+	(y

2
2 - 2y1y2 + y

2
1)

	 	 	 (x2
3 + y

2
3 ) - 2x3	+	1	 =	 (x

2
1 + y

2
1)	+	(x

2
2 + y

2
2) - 2x1x2 - 2y1y2

   1 - 2x3 + 1 = 1 + 1 - 2x1x2 - 2y1y2 

   x3 = x1x2 + y1y2

	 จุาก	➀, ➁	แล้ะ	➂	สัรีุป็ได้ว่า

cos	(α - β)	=	cos	α	cos	β +	sin	α	sin	β

 ที�กล้่าวมาข้างต่้นัเป็็นัการีหาค่าของ	cos	(α - β)	หรีือโคไซนั์ของผล้ต่่างรีะหว่างจุำานัวนัจุรีิง

สัองจุำานัวนัหรีอืมมุสัองมมุ	 ซ่�งสัามารีถ้นัำาค่าของ	 cos	(α - β)	 ไป็ใช้ัในัการีหาค่าของฟังก์ชันััอื�นั	ๆ  

คอื	cos	(α + β),	sin	(α + β)	แล้ะ	sin	(α - β)	ซ่�งจุะได้กล้่าวต่่อไป็

	 การีหาค่าของ	cos	(α + β)	ทำาได้	ดงัน้ั�

	 	 cos	(α + β)	 =	 cos	(α	-	(-β))

	 	 	 =	 cos	α	cos	(-β)	+	sin	α	sin	(-β)

	 	 	 =	 cos	α	cos	β +	sin	α	(-sin	β)

	 	 	 =	 cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

	 สัรีุป็ได้ว่า	 cos (α + β)	=	cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

	 ต่อ่ไป็จุะเป็น็ัการีหาคา่ของ	sin (α + β)	ซ่�งต่อ้งใชัค้า่ของ	cos (π2 - α)	แล้ะ	sin (π2 - α)	มาชัว่ย 
ในัการีหา	ซ่�งมีรีายล้ะเอียด	ดังนั้�	

	 พัิจุารีณาค่าของ	cos (π2 - α)
	 	 cos (π2 - α)	 =	 cos	π2	cos	α	+	sin	

π
2	sin	α

	 	 	 =	 0(cos	α)	+	1(sin	α)

	 	 	 =	 sin	α

	 สัรีุป็ได้ว่า	 cos (π2 - α)	=	sin	α

	 sin	(-θ)	 =	-sin	θ

	 cos	(-θ)	=	cos	θ
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 ในัหัวข้อที�ผ่านัมา	 นัักเรีียนัได้ศู่กษาการีหาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงเพัียง

จุำานัวนัเดยีวหรีอืของมมุเพัยีงมมุเดยีวมาแล้ว้	ในัหวัขอ้นั้�นักัเรีียนัจุะไดศู้ก่ษาการีหาคา่ของฟงักช์ันัั

ต่รีีโกณมิต่ิของผล้บวกแล้ะผล้ต่่างของจุำานัวนัจุรีิงสัองจุำานัวนัหรีือมุมสัองมุม

	 ให้นัักเรีียนัพัิจุารีณาค่าของ	cos	(α - β)	เมื�อ	α แล้ะ	β	เป็็นัจุำานัวนัจุรีิงหรีือมุมดังต่่อไป็นั้�

O

Y
P2(x2, y2)

P3(x3, y3)
P1(x1, y1)

P(1,	0)
X

รูปที่ 41

	 กำาหนัดสั่วนัโค้ง	PP1	ยาว	α	หนั่วย	แล้ะสั่วนัโค้ง	PP2	ยาว	β	หนั่วย

	 ดังนัั�นั	สั่วนัโค้ง	P1P2	ยาว	α - β หนั่วย

	 	กำาหนัด	P3	เป็็นัจุุดบนัวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�ทำาให้สั่วนัโค้ง	PP3	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	P1P2 

	 ดังนัั�นั	สั่วนัโค้ง	PP3	ยาว	α - β	หนั่วย

	 	กำาหนัดพัิกัดของจุุด	P1, P2	แล้ะ	P3	เป็็นั	(x1, y1),	(x2, y2)	แล้ะ	(x3, y3)	ต่ามล้ำาดับ

	 ซ่�งเป็็นัพัิกัดจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งที�ยาว	α, β	แล้ะ	α - β	ต่ามล้ำาดับ

	 จุะได้ว่า	 x1	=	cos	α y1	=	sin	α ......➀
  x2	=	cos	β y2	=	sin	β ......➁
  x3	=	cos	(α - β) y3	=	sin	(α - β) ......➂

	 เนั่�องจุากสั่วนัโค้ง	PP3	ยาวเท่ากับสั่วนัโค้ง	P1P2

	 จุะได้ว่า	ความยาวของคอรี์ด	PP3	เท่ากับความยาวของคอรี์ด	P1P2 

1.7  ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลต่างของจำานวนจริง
หรือมุม
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Thinking TimeThinking Time

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) cos	(5π
6  + 3π

4 )    2) sin	(30	ำ	-	45	ำ)

วิธีทำา 1)	 จุาก			 cos	(α + β) =	 cos α cos β	-	sin α sin β

	 	 จุะได้ว่า	 cos	(5π
6  + 3π

4 )  =	 cos 5π
6  cos	3π

4  -	sin	5π
6 	sin	3π

4

    = (-   32 )(-   22 ) - 12 (  22 )
    =   6 -   2

4

	 	 ดังนัั�นั	cos	(5π
6  + 3π

4 ) =   6 -   24

	 	 tan	(α + β) = sin (α + β)
cos	(α + β)	 เมื�อ	cos	(α + β) ≠ 0

   = sin	α	cos	β	+	cos	α	sin	β
cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

   = 

sin	α	cos	β
cos	α	cos	β + 

cos	α	sin	β
cos	α	cos	β

cos	α	cos	β
cos	α	cos	β

 
-
 sin	α	sin	β
cos	α	cos	β

	 เมื�อ	cos	α	cos	β ≠ 0

   = tan	α +	tan	β
1	-	tan	α	tan	β	 เมื�อ	tan	α	tan	β ≠ 1

	 สัรีุป็ได้ว่า	 tan	(α + β) = tan	α	+	tan	β1	-	tan	α	tan	β	 เมื�อ	tan	α	tan	β ≠ 1

	 ในัทำานัองเดียวกันั	จุะได้ว่า

	 	 tan	(α - β) = tan	α	-	tan	β
1	+	tan	α	tan	β	 เมื�อ	tan	α	tan	β ≠ -1

 ให้แสัดงว่า	cot (α + β) = cot	α	cot	β - 1cot	β	+	cot	α  แล้ะ	cot (α - β) = cot	α	cot	β + 1cot	β	-	cot	α

ตัวอย่างที่	32
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	 จุาก			 	 cos	(π2 - α)	 =	 sin	α
	 แทนัค่า	α	ด้วย	π2 - β

	 จุะได้ว่า			cos	(π2 - (
π
2 - β))	 =	 sin	(

π
2 - β)

	 สัรีุป็ได้ว่า	 sin	(π2 - β)	=	cos	β

	 เนั่�องจุาก	cos	(π2 - α)	=	sin	α	แล้ะ	sin	(π2 - β)	=	cos	β
	 จุะได้ว่า	 sin	(α + β)	 =	 cos	(π2	-	(α + β))
   = cos	((π2 - α) - β)
   = cos	(π2 - α)	cos	β +	sin	(π2 - α)	sin	β
   = sin	α	cos	β	+	cos	α	sin	β

	 สัรีุป็ได้ว่า	 sin	(α + β)	=	sin	α	cos	β + cos	α	sin	β

	 พัิจุารีณาการีหาค่าของ	sin	(α - β)	ดังนั้�

	 	 sin	(α - β)	 =	 sin	(α	+	(-β))

   = sin	α	cos	(-β)	+	cos	α	sin	(-β)

   = sin	α	cos	β	+	cos	α	(-sin	β)

	 	 	 =	 sin	α	cos	β	-	cos	α	sin	β

	 สัรีุป็ได้ว่า	 	sin	(α - β)	=	sin	α	cos	β	-	cos	α	sin	β

	 นัักเรีียนัสัามารีถ้หาค่าของ	tan	(α + β)	แล้ะ	tan	(α - β)	ได้	เมื�อทรีาบค่าของ	sin	(α + β) 

แล้ะ	cos	(α + β)	ดังนั้�	
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ให้หาค่าของ	

1)	 tan π
12  2)	 cos 300	ำ

ให้หาค่าของ	

1)	 tan	(360	ำ	+	α)	เมื�อ	0	ำ	< α <	90	ำ	 	 2)	 sin	135	ำ	

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) tan	(180	ำ	+	α)	เมื�อ	0	ำ	< α <	90	ำ  2) cos	(-225	ำ)

วิธีทำา  1) จุาก		 tan	(α + β) = tan α +	tan β
1	-	tan α tan β

    จุะได้ว่า		 tan (180	ำ	+	α) = tan	180	ำ	+	tan	α
1	-	tan	180	ำ	tan α

      = 0	+	tan α
1 - 0

      = tan	α

	 	 	 	 ดังนัั�นั	tan (180	ำ	+	α)	=	tan	α

   2) จุาก	 cos	(-α)	 =	 cos	α

	 	 	 	 จุะได้ว่า		 cos	(-225	ำ)	 =	 cos	225	

    	 	 =	 cos	(180	ำ	+	45	ำ)

      = cos	180	ำ	cos	45	ำ	-	sin	180	ำ	sin	45	ำ	

      = (-1)(  22 ) - 0
      = -   22

    ดังนัั�นั	cos	(-225	ำ)	=	-	  22

	 นัอกจุากที�กล้่าวมาแล้้ว	 ยังสัามารีถ้ใชั้ฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของผล้บวกแล้ะผล้ต่่างของมุม	 

เมื�อโจุทย์หาค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิอื�นั	ๆ 	รีวมทั�งโจุทย์ที�ต่้องแสัดงการีพัิสัูจุนั์	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	34

ลองทำาดู
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 2)	 จุาก			 sin	(α - β) =	 sin	α	cos	β	-	cos	α	sin	β

	 	 จุะได้ว่า	 sin	(30	ำ	-	45	ำ)   =	 sin	30	ำ	cos	45	ำ	-	cos	30	ำ	sin	45	ำ	
    = 1

2 (  22 ) -   32  (  22 )
    =   2 -   6

4

	 	 ดังนัั�นั	sin	(30	ำ	-	45	ำ)	=	  2 -   64

ให้หาค่าของ	

1)	 sin	(π6 - 
π
4)  2)	 cos	(60	ำ	+	45	ำ)

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) tan	5π
12 2) cos	420	ำ	

วิธีทำา  1)  จุาก  tan	5π
12	 =	 tan	(

2π
3  - π4)

	 	 	 	 แล้ะ		 tan	(α - β) = tan	α	-	tan	β
1	+	tan	α tan	β

    จุะได้ว่า tan	(2π
3  - π4) = 

tan	2π
3 	-	tan	π4

1	+	tan	2π
3  tan	π4

       = -   3 - 1
1	+	(-			3)(1)

       = -(1	+			3)
1 -   3

 × 1 +   3
1 +   3

       = -1 - 2   3 - 3
1 - 3

       = 2 +   3

   2)  จุาก		 cos	420	ำ	 =	 cos	(360	ำ	+	60	ำ)

	 	 	 	 แล้ะ		 cos	(α + β)	 =	 cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

    จุะได้ว่า		 cos	(360	ำ	+	60	ำำ)	 =	 cos	360	ำำ	cos	60	ำำ	-	sin	360	ำำ	sin	60	ำ	

	 	 	 	 	 	 	 =	 cos	60	ำ

	 	 	 	 ดังนัั�นั		 cos	420	ำ	 =	 1
2

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	33
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	กำาหนัด	sin	A	=	-	45	แล้ะ	cos	B	=	
1
2	เมื�อ	

3π
2  < A < 2π	แล้ะ	0 < B < π

2
  

ให้หาค่าของ	tan	(A	-	B)

     = 
-9	+	4	  3

12
12 + 3   3

12

     = -9	+	4			3
12 + 3   3

	 ดังนัั�นั	tan	(A	+	B)	=	-9	+	4			3
12 + 3   3

ก์ำาห้นด 13 sin αα + 5 = 0 และ 13 cos ββ - 12 = 0 เม่่อ 180 ำ < αα < 270 ำ และ  

270 ำ < ββ < 360 ำ ให้้ห้าค่าขีอง cos (αα + ββ)

วิธีทำา จุาก	sin2 α	+	cos2 α	=	1	แล้ะ	13	sin	α + 5 = 0

 จุะได้ว่า sin	α = - 513
	 จุาก	 	 sin2 α	+	cos2 α = 1

	 จุะได้ว่า	 (- 513 )
2
	+	cos2 α = 1

	 	 	 cos	α = ± 1213
	 แต่่	180	ำ	< α <	270	ำ

	 จุะได้ว่า	 cos	α = - 1213
 จุาก	sin2 β	+	cos2 β	=	1	แล้ะ	13	cos	β - 12 = 0

 จุะได้ว่า cos	β = 12
13

	 แล้ะ	 	 sin2 β + (1213)
2
 = 12

	 	 	 sin	β = ± 513
	 แต่่	270	ำ	< β <	360	ำ

	 จุะได้ว่า	 sin	β = - 513

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	36
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ก์ำาห้นด sin A = 35 และ cos B = -   32  เม่่อ ππ
2
 < A < ππ และ ππ < B < 3ππ

2
 

ให้้ห้าค่าขีอง tan (A + B)

วิธีทำา จุาก	sin2 A	+	cos2 A	=	1	แล้ะ	sin A = 35

	 จุะได้ว่า	 (35)
2
	+	cos2 A  = 1

	 	 cos	A	 =	 ± 4
5

	 แต่่	π
2 < A < π

	 จุะได้ว่า	 cos	A = - 45 

 จุาก	sin2 B	+	cos2 B	=	1	แล้ะ	cos B = -   32

	 จุะได้ว่า		 sin2 B + (-   32 )
2

 = 1

	 	 sin B = ± 12
	 แต่่	π < B < 3π

2
	 จุะได้ว่า	 sin B = - 12

	 จุากข้อกำาหนัด	จุะได้ว่า	 tan	A	=	 sin	A
cos	A

 = 
3
5
- 45

 = - 34

  tan	B	=	 sin	B
cos	B

 = 
- 12

-   32

 = 1
  3

 =   33

	 นัั�นัคือ		 tan (A	+	B)	 =	 tan	A	+	tan	B
1	-	tan	A	tan	B

     = 
- 34 + 

  3
3

1 - (- 34)(  33 )

     = 
-9	+	4	  3

12

1 + 3   312

ตัวอย่างที่	35
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ให้้พิสู่จุน์ว่า sin (60 ำ - αα) + sin (60 ำ + αα) =   3 cos αα

วิธีทำา 	sin (60	ำ	-	α)	+	sin (60	ำ	+	α)

	 	 =	 (sin	60	ำ cos	α	-	cos	60	ำ sin	α)	+	(sin	60	ำ cos	α	+	cos	60	ำ sin	α)

	 	 =	 2	sin	60	ำำ	cos	α

  = 2 (  32 )	cos	α
  =   3	cos	α

	 	 ดังนัั�นั	sin (60	ำำ	-	α)	+	sin (60	ำำ	+	α) =   3	cos	α

ให้หาค่าของ

1) 
tan	3π

8 	+	tan	7π
24

1 - tan	3π
8 	tan	7π

24

2)	 sin	118	ำ	cos	25	ำ	-	cos	118	ำ	sin	25	ำ

ให้หาค่าของ	sin	A	cos	(60	ำำ	-	A)	+	cos	A	sin	(60	ำำ	-	A)
cos	A	cos	(30	ำำ	-	A)	-	sin	A	sin	(30	ำำ	-	A)

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	38

ตัวอย่างที่	39

ลองทำาดู

ให้้ห้าค่าขีอง sin αα cos (45 ำ - αα) + cos αα sin (45 ำ - αα)
cos αα cos (60 ำำ - αα) - sin αα sin (60 ำำ - αα)

วิธีทำา  sin	α	cos (45	ำำ	-	α)	+	cos	α	sin (45	ำำ	-	α)
cos	α	cos (60	ำำ	-	α)	-	sin	α	sin (60	ำำ	-	α)

 = sin [α +	(45	ำ	-	α)]
cos [α +	(60	ำ	-	α)]

        = sin	45	ำ
cos	60	ำำ

        = 

  2
2
1
2

        =    2

   ดังนัั�นั	sin	α	cos (45	ำำ - α)	+	cos	α	sin (45	ำำ - α)
cos	α	cos (60	ำำ - α)	-	sin	α	sin (60	ำำ - α)

 =    2
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	กำาหนัด	5	sin	A	+	4	=	0	แล้ะ	tan	B	+	1	=	0	เมื�อ	270	ำ	< A <	360	ำ	แล้ะ	90	ำ	< B <	180	ำ	

ให้หาค่าของ	sin	(A	+	B)

	 จุากข้อกำาหนัด	จุะได้ว่า	 sin	α = - 513 แล้ะ		 cos	α = - 1213

   sin	β = - 513 แล้ะ		 cos	β = 1213
 นัั�นัคือ		cos	(α + β)	 =	 cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β
    = (- 1213)(

12
13) - (- 

5
13)(- 

5
13)

    = -1

	 ดังนัั�นั	cos	(α + β) = -1

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) sin	π10	cos	
3π
20	+	cos	

π
10	sin	

3π
20

2) cos	65	ำ	cos	35	ำ	+	cos	25	ำ	cos	55	ำ	

วิธีทำา  1) sin	π10	cos	
3π
20	+	cos	

π
10	sin	

3π
20	 =	 sin	( π

10 + 
3π
20)

    	 	 =	 sin 5π
20

	 	 	 	 	 	 =	 sin π
4

      =   2
2

    ดังนัั�นั	sin	π10	cos	
3π
20	+	cos	

π
10	sin	

3π
20 =   22

   2) cos	65	ำ	cos	35	ำ	+	cos	25	ำ	cos	55	ำ	 =	 cos	65	ำ	cos	35	ำ	+	sin	65	ำ	sin	35	ำ	

      =	 cos	(65	ำ	-	35	ำ)

    	 	 =	 cos	30	ำ

      =   3
2

    ดังนัั�นั	cos	65	ำ	cos	35	ำ	+	cos	25	ำ	cos	55	ำ	=	  32

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	37
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 1.  ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้ฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิขีองผลบวก์และผลต่่าง

ขีองจุำานวนจุริงห้ร่อมุม

1)	 sin	(60	ำ	+	45	ำ)	 2)	 cos	(3π2 - π6) 3)	 sin	75	ำ

4) cos	15	ำ	 5)	 tan	105	ำ	 6)	 sin	7π12

	 7) cos	17π12 	 8)	 tan	11π12 	 9)	 tan	(- 5π12)
 2.  ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

1)	 cos π
10	cos	

π
15	-	sin

π
10	sin	

π
15	 2)	 sin 3π

7 	cos	2π21	-	cos
3π
7 	sin	2π21

	 3)	 cos 4π5 	cos	π20	+	sin
4π
5 	sin	π20	 4)	 sin	5	ำ	cos	25	ำ	+	cos	5	ำ	sin	25	ำ

	 5)	 cos	20	ำ	cos	40	ำ	-	sin	20	ำ	sin	40	ำ 6)	 cos	75	ำ	cos	45	ำ	-	cos	15	ำ	cos	315	ำ

 3. ให้้แส่ดงว่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�เป็นจุริง

	 1)	 sin	(π2 + θ)	=	cos	θ	 2)	 cos	(3π2 - θ)	=	-sin	θ
	 3)	 tan	(π2 + θ)	=	-cot	θ	 4)	 sin	(90	ำ	-	A)	=	cos	A

	 5)	 cos	(270	ำ	+	B)	=	sin	B	 6)	 tan	(90	ำ	-	A)	=	cot	A

	 7)	 sin	(π + θ)	=	-sin	θ	 8)	 cos	(90	ำ	+	A)	=	-sin	A

 4. ก์ำาห้นด sin A = 12 และ cos B = 12 เม่่อ 0 < A < ππ
2
 และ 0 < B < ππ

2
ให้้ห้าค่าขีอง sin (A + B) และ cos (A - B)

 5. ให้้แส่ดงว่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�เป็นจุริง

1)	 cot (270	ำ	+	A)	=	-tan A

2)	 cot (2π - θ) = -cot θ

3)	 cot (3π2 - θ)	=	tan	θ
 6. ก์ำาห้นด tan A = - 43 และ cos B = 45 เม่่อ ππ

2
< A < ππ และ 0 < B < ππ

2
ให้้ห้าค่าขีอง tan (A + B)

ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง
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ให้้พิสู่จุน์ว่า tan 15 ำ + tan 75 ำ = 4

วิธีทำา  tan	15	ำ	+	tan	75	ำ		 =	 tan	(45	ำำ	-	30	ำำ)	+	tan	(30	ำำ	+	45	ำำ)

     = tan	45	ำ	-	tan	30	ำำ
1	+	tan	45	ำ	tan 30	ำ

 + tan	30	ำ	+	tan	45	ำำ
1	-	tan	30	ำ	tan 45	ำ

     = 
1 -   33

1 +   33  
 + 

  3
3  + 1

1 -   33

     = 
(1 -   33 )(1 -   33 ) + (  33  + 1)(1 +   33 )

(1 +   33 )(1 -   33 )

     = 
[12 - 2 (  33 ) + (  33 )

2

] + [12 + 2 (  33 ) + (  33 )
2

]
12 - (  33 )

2

   

     = 
1 - 2   33  + 39 + 1 + 

2   3
3  + 39

1 - 39

     = 
8
3
2
3

     =	 4

ให้พัิสัูจุนั์ว่า	sin	4α	cos	α	+	cos	4α	sin	α	=	sin	3α	cos	2α	+	cos	3α	sin	2α

ให้พัิสัูจุนั์ว่า	tan	105	ำ	-	tan	15	ำ	=	-4

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	40

ลองทำาดู
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 จุากหัวข้อฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของผล้บวกแล้ะผล้ต่่างของจุำานัวนัจุรีิงหรีือมุม	นัักเรีียนัสัามารีถ้

นัำาความรีูด้งักล่้าวมาหาค่าของฟังก์ชันััต่รีโีกณมติ่ขิองสัองเท่า	สัามเท่า	แล้ะครี่�งเท่าของจุำานัวนัจุรีงิ

หรีือมุมได้	ดังนัี�

1.	 ฟัังก์์ชัันตริีโก์ณมุิติของสองเท่่าของจำนวนจริิงหริือมุุมุ
 1) ก์ารห้าค่าขีอง sin 2αα

	 	 เนัื�องจุาก	 sin 2α	 =	 sin	(α + α)

	 	 	 	 =	 sin	α cos	α	+	cos	α sin	α

    =	 sin	α cos	α	+	sin	α cos	α

    =	 	2	sin	α cos	α

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 	sin	2α	=	2	sin	α cos	α

 2) ก์ารห้าค่าขีอง cos 2αα

	 	 เนัื�องจุาก	 cos	2α	 =	 cos	(α + α)

	 	 	 	 =	 cos	α cos	α	-	sin	α sin	α

	 	 	 	 =	 	cos2 α	-	sin2 α

	 	 กำาหนัด	 cos	2α		=	 	cos2 α	-	sin2 α  ......➀
  เนัื�องจุาก	 sin2 α	+	cos2 α = 1

	 	 แทนั		cos2 α	=	1	-	sin2 α	ในั	➀ 

	 	 จุะได้ว่า	 cos	2α  =	 (1	-	sin2 α)	-	sin2 α

    =	 1	-	2	sin2 α

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 	cos	2α	=	1	-	2	sin2 α 

	 	 แทนั	sin2 α  =	1	-	cos2 α	ในั	➀ 

	 	 จุะได้ว่า	 cos	2α  =	 cos2 α	-	(1	-	cos2 α)

    =	 2	cos2 α - 1

  สัรีุป็ได้ว่า	 	cos	2α	=	2	cos2 α - 1

1.8 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของสองเท่า	สามเท่า และครึ่งเท่า 
 ของจำานวนจริงหรือมุม
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 7. ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

 1) tan	13	ำ	+	tan	32	ำำ
tan	13	ำ	tan 32	ำ	-	1 2) tan	25	ำ	-	tan	85	ำำ

1	+	tan	85	ำ	tan 25	ำ

 3) -tan	15	ำ	-	1
tan	15	ำ - 1

	 4)	 cot	25	ำ cot	20	ำำ - 1
cot	25	ำ	+	cot 20	ำ

 5)	 tan	75	ำ	-	tan	30	ำำ	-	tan	75	ำำ	tan	30	ำำ	 6)	 cot	75	ำ	+	cot	60	ำำ	+	cot	75	ำำ	cot	60	ำำ

 8.  ให้้เขีียนฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� ในรูปขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิขีองผลบวก์และผลต่่างขีอง

จุำานวนจุริงห้ร่อมุม

 1) 1
2 cos	θ +   32 	sin	θ

 2) 1
  2

 sin	θ - 1
  2

 cos	θ

 3) 

1
  3

	+	tan	θ

1 - tan	θ
  3

 

 9. ให้้แส่ดงว่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�เป็นจุริง

	 1)	 cos (π6 + A)	cos (π6 - A) -	sin (π6 + A)	sin (π6 - A) = 12
 2)	 sin	3θ cos θ + cos 3θ sin θ = 2 sin 2θ cos 2θ

 3) tan	4A	+	tan	3A
1	-	tan	4A	tan 3A

 = tan 7A

 4)	 cot	4θ	cot	θ - 1
cot	θ	+	cot 4θ

 = cot	3θ	cot	2θ - 1
cot	2θ	+	cot 3θ

 10. ก์ำาห้นด tan A + tan B
1 - tan A tan B

 = 3
  3

 เม่่อ 0 ำ < A < 90 ำ และ 0 ำ < B < 90 ำ 

  ให้้ห้าค่าขีอง A + B

 11. ก์ำาห้นด sin (A - B)
sin (A + B) = 

5
7 ให้้ห้าค่าขีอง tan A cot B

ระดับท้าทาย
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กำาหนัด	cos	θ = 5
13	แล้ะ	sin	θ >	0	เมื�อ	0	< θ < π

2
	ให้หาค่าของ

1)	 sin	2θ 2)	 cos	2θ 3)	 tan	2θ

ให้แสัดงว่า	 sin	2A
1	-	cos	2A	=	cot A

ให้้แส่ดงว่า tan θθ sin 2θθ = 1 - cos 2θθ

วิธีทำา	 tan	θ	sin	2θ = sin	θ
cos	θ	(2	sin	θ	cos	θ)

	 	 	 =	 2	sin2 θ

	 	 	 =	 1	-	cos	2θ

  ดังนัั�นั	tan	θ	sin	2θ	=	1	-	cos	2θ

2.	ฟัังก์์ชัันตริีโก์ณมุิติของสามุเท่่าของจำนวนจริิงหริือมุุมุ
 1) ก์ารห้าค่าขีอง sin 3αα

	 	 เนัื�องจุาก	 sin	(α + β)	 =	 sin	α	cos	β	+	cos	α	sin	β

	 	 จุะได้ว่า	 sin	3α	 =	 sin	(2α + α)

	 	 	 	 	 =	 sin	2α	cos	α	+	cos	2α	sin	α

     =	 (2	sin	α	cos	α)	cos	α	+	(cos2 α	-	sin2 α)	sin	α

     =	 2	sin	α	cos2 α	+	cos2 α	sin	α	-	sin3 α

     =	 2	sin	α	(1	-	sin2 α)	+	(1	-	sin2 α)	sin	α	-	sin3 α

     =	 2	sin	α	-	2	sin3 α	+	sin	α	-	sin3 α	-	sin3 α

    	 =	 3	sin	α	-	4	sin3 α

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 sin	3α	=	3	sin	α	-	4	sin3 α

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	42

ลองทำาดู
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 3) ก์ารห้าค่าขีอง tan 2αα

	 	 เนัื�องจุาก	 tan	2α  =	 tan	(α + α)

    = tan	α	+	tan	α
1	-	tan	α	tan	α

    = 2	tan	α
1	-	tan2 α

  เมื�อ	tan2 α ≠ 1

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 	tan	2α = 2	tan	α
1	-	tan2 α

 เมื�อ	tan2 α ≠ 1

ก์ำาห้นด sin θθ = 45 และ cos θθ < 0 เม่่อ ππ
2 < θθ < ππ ให้้ห้าค่าขีอง

1) sin	2θ 2) cos	2θ 3) tan	2θ

วิธีทำา	 เนั่�องจุาก		sin2 θ	+	cos2 θ = 1

 จุะได้ว่า (45)
2
	+	cos2 θ = 1 

	 	 	 cos2 θ = 1 - 1625
	 	 	 cos2 θ = 9

25
	 	 	 cos	θ = ± 35
	 เนั่�องจุาก	cos	θ <	0	จุะได้	cos	θ = - 35

	 	 	 tan	θ = sin	θcos	θ = 
4
5
- 35

 = - 43

 1)	 sin	2θ	=	2	sin	θ	cos	θ = 2 (45)(- 
3
5) = - 

24
25

	 	 ดังนัั�นั	sin	2θ = - 2425

 2)	 cos	2θ	=	2	cos2 θ - 1 = 2 (- 35)
2
 - 1 = - 725

	 	 ดังนัั�นั	cos	2θ = - 725

 3)	 tan	2θ = 2	tan	θ
1	-	tan2 θ

 = 
2 (- 43)

1 - (- 43)
2 = 

24
7

	 	 ดังนัั�นั	tan	2θ = 247

ตัวอย่างที่	41
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ก์ำาห้นด tan A = 34 เม่่อ 0 < A < ππ
2
 ให้้ห้าค่าขีอง tan 3A

วิธีทำา	 จุาก		 tan	3α = 3	tan	α	-	tan3 α
1	-	3	tan2 α

 

	 จุะได้ว่า	 tan	3A	 =	 3	tan	A	-	tan3 A
1	-	3	tan2 A

    = 
3 (34) - (

3
4)

3

1 - 3 (34)
2

    = - 11744

	 ดังนัั�นั	tan	3A	=	-	11744  

ก์ำาห้นด cos 17 ำ = 0.9563 ให้้ห้าค่าขีอง cos 51 ำ 

วิธีทำา		 จุาก		 cos	3α =	 4	cos3 α	-	3	cos	α

	 	 	 จุะได้ว่า	 cos	51	ำ	 =	 cos	3(17	ำ)

	 	 	 	 	 	 =	 4	cos3	17	ำ	-	3	cos	17	ำ

	 	 	 	 	 	 =	 4(0.9563)3	-	3(0.9563)

      ≈	 3.4982	-	2.8689

	 	 	 	 	 	 =	 0.6293

	 	 	 ดังนัั�นั	cos	51	ำ	≈	0.6293

กำาหนัด	sin	θ = - 35	เมื�อ	π < θ < 3π
2
	ให้หาค่าของ	cos	3θ

กำาหนัด	sin	A	=	35	เมื�อ	
π
2 < A < π	ให้หาค่าของ	tan	3A

ตัวอย่างที่	43

ตัวอย่างที่	44

ลองทำาดู

ลองทำาดู
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 2) ก์ารห้าค่าขีอง cos 3αα

	 	 เนั่�องจุาก	 cos	(α + β)	 =	 cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

	 	 จุะได้ว่า	 cos	3α	 =	 cos	(2α + α)

	 	 	 	 	 =	 cos	2α	cos	α	-	sin	2α	sin	α

     =	 (2	cos2 α	-	1)	cos	α	-	(2	sin	α	cos	α)	sin	α

     =	 2	cos3 α	-	cos	α	-	2	sin2 α	cos	α

	 	 	 	 	 =	 2	cos3 α	-	cos	α	-	2(1	-	cos2 α)	cos	α

     =	 2	cos3 α	-	cos	α	-	2	cos	α	+	2	cos3 α

    		=	 4	cos3 α	-	3	cos	α

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 	cos	3α	=	4	cos3 α	-	3	cos	α

 3) ก์ารห้าค่าขีอง tan 3αα

	 	 เนั่�องจุาก	 tan	(α + β) = tan	α	+	tan	β
1	-	tan	α tan	β 

	 	 จุะได้ว่า	 tan	3α	 =	 tan	(2α + α)

     = tan	2α	+	tan	α
1	-	tan	2α	tan	α

     = 
2	tan	α

1	-	tan2 α
	+	tan	α

1 - 2	tan	α
1	-	tan2 α

 • tan	α
     

     = 

2	tan	α	+	tan	α (1	-	tan2 α)
1	-	tan2 α

1	-	tan2 α - 2 tan2 α
1	-	tan2 α

     = 2	tan	α	+	tan	α	-	tan3 α
1	-	3	tan2 α

     = 3	tan	α	-	tan3 α
1	-	3	tan2 α

 เมื�อ	3	tan2 α ≠ 1

	 	 สัรีุป็ได้ว่า	 	tan	3α = 3	tan	α	-	tan
3 α

1	-	3	tan2 α
 เมื�อ	3	tan2 α ≠ 1
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ให้หาค่าของ	cos	22.5	ำ

 1. ก์ำาห้นด cos A = 8
17 และ 0 ำ << A << 90 ำ ให้้ห้าค่าขีอง

	 	 1)	 sin 2A   2)	 cos	2A   3)	 tan	2A

 2. ก์ำาห้นด sin A = 5
13 และ 0 << A << ππ

2
 ให้้ห้าค่าขีอง

	 	 1)	 sin 3A 	 	 2)	 cos	3A   3) tan 3A

 3. ก์ำาห้นด sin A = 35 และ 0 ำ << A << 90 ำ ให้้ห้าค่าขีอง

  1) sin A
2   2) cos A

2   3) tan A
2

 4. ให้้ห้าค่าขีอง

	 	 1)	 sin2 15	ำ	+	sin2 45	ำ

  2) cos2 15	ำ	+	cos2 45	ำ

  3) cos3 15	ำ	+	sin3 15	ำ
cos	15	ำ	+	sin	15	ำ

 5. ก์ำาห้นด cot A = 12 เม่่อ 0 ำ ≤ A ≤ 90 ำ ให้้ห้าค่าขีอง sin 2A
1 + cos 2A

 6. ให้้แส่ดงว่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�เป็นจุริง

  1) 1	+	cos	2α
sin	2α =	cot	α 2) sin	α

1	+	cos	α =	tan	α2

	 	 3)	 cot	α	-	tan	α	=	2	cot	2α	 4)	 1	+	cot2 α
2	cot	α 	=	cosec	2α

  5) cos	3α	-	sin	3α
cos	α	+	sin	α =	1	-	2	sin	2α 	 6)	 4	sin3 α	+	sin	3α

sin	α + 4	cos
3 α	-	cos	3α
cos	α 	=	6

 7. ก์ำาห้นด A + B = 55 ำ และ 4 sin (A - B) cos (A - B) = 1 ให้้ห้าค่าขีอง B

แบบฝกทักษะ	 1.8
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง
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3.	ฟัังก์์ชัันตริีโก์ณมุิติของคริ่�งเท่่าของจำนวนจริิงหริือมุุมุ
 1) ก์ารห้าค่าขีอง cos αα2
	 เนั่�องจุาก	 cos	α =	 cos	2(α2)
   cos	α	 =	 2	cos2 α2 - 1

	 	 	 cos2 α2 = 1	+	cos	α
2

	 	 	 cos	α2 = ±   1	+	cos	α2

	 สัรีุป็ได้ว่า	 cos	α2 = ±   1	+	cos	α2

 2) ก์ารห้าค่าขีอง sin αα2
	 เนั่�องจุาก	 cos	α	 =	 cos	2	(α2)
   cos	α =	 1	-	2	sin2 α2

	 	 	 sin2 α2 = 1	-	cos	α
2

	 	 	 sin	α2 = ±   1	-	cos	α2

	 สัรีุป็ได้ว่า	 sin	α2 = ±   1	-	cos	α2  

ให้้ห้าค่าขีอง sin 15 ำ 

วิธีทำา	 จุาก		 sin	α2 = ±   1	-	cos	α2

	 จุะได้ว่า	 sin	15	ำ = sin (30	ำ2 )

    = ±   1	-	cos	30	ำ2

    = ±   
1 -   32

2

	 ดังนัั�นั	sin	15	ำ = ±   2 -   34

ตัวอย่างที่	45

Thinking TimeThinking Time

	 ให้แสัดงว่า	

	 tan	α2 = ±   1	-	cos	α1	+	cos	α
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	 จุากกิจุกรีรีมคณิต่ศูาสัต่รี์	จุะได้ว่า

	 	 sin	(α + β)	 =	 sin	α	cos	β	+	cos	α	sin	β ......➀
	 	 sin	(α - β)	 =	 sin	α	cos	β	-	cos	α	sin	β ......➁
 ➀ + ➁	จุะได้ว่า	sin	(α + β)	+	sin	(α - β)	=	2	sin	α	cos	β

	 สัรีุป็ได้ว่า	 	2	sin	α	cos	β	=	sin	(α + β)	+	sin	(α - β)

 ➀ - ➁	จุะได้ว่า	sin	(α + β)	-	sin	(α - β)	=	2	cos	α	sin	β

	 สัรีุป็ได้ว่า	 	2	cos	α	sin	β	=	sin	(α + β)	-	sin	(α - β)

	 ในัทำานัองเดียวกันั	นัักเรีียนัสัามารีถ้หาค่าของ	 2	cos	α	cos	β	 แล้ะ	 2	sin	α	sin	β	 โดยใชั้วิธ์ี

เดียวกันักับการีหาค่าของ	2	sin	α	cos	β	แล้ะ	2	cos	α	sin	β	ซ่�งมีค่า	ดังนัี�

	 	 	 	 2	cos	α	cos	β	 =	 cos	(α + β)	+	cos	(α - β)

	 	 	 	 2	sin	α	sin	β	 =	 cos	(α - β)	-	cos	(α + β)

		 นัอกจุากความสััมพัันัธ์์รีะหว่างผล้บวก	 ผล้ต่่าง	 แล้ะผล้คูณของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิดังกล้่าว	 

ยังมีความสััมพัันัธ์์อื�นั	ๆ 	อีก	ดังนัี�

	 กำาหนัด	 x + y = α  ......➀
  x - y = β  ......➁
 ➀ + ➁	จุะได้ว่า	 2x = α + β

  x = α + β
2

 ➀ - ➁	จุะได้ว่า		 2y	 =	 α - β

  y = α - β
2
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กิจกรรม	คณิตศาสตร์

 8. ให้้ห้าค่าขีอง cos 20 ำ cos 40 ำ cos 80 ำ

 9. ก์ำาห้นด sin2(ππ + θθ) - cos2(ππ - θθ) = 1
  2

  ให้้ห้าค่าขีอง sec 2θθ + 2 tan θθ
1 + tan2 θθ

 10. ก์ำาห้นด sin (A + B) = 2 -   310  และ sin (A - B) = 2 +   310
  ให้้ห้าค่าขีอง sin 2A sin 2B

ระดับท้าทาย

แนะแนวคิด

ขอ 8. ให ใชความสัมพันธ 
ของ cos 2αα มาชวยใน
การหาคำตอบ

1.9  ความสัมพันธ์ระหว่างผลบวก	ผลต่าง	และผลคูณ
ของฟังก์ชันตรีโกณมิติ

1. ให้้นัก์เรียนเต่ิมคำาต่อบลงในชั่องว่างให้้ส่มบูรณ์

	 กำาหนัด	 	 sin	(α + β) = .........................................................................  ......➀
	 	 	 sin	(α - β) = ......................................................................... ......➁

........ + ........ จุะได้ว่า	 sin	(α + β)	+	sin	(α - β) = .......................................

สัรีุป็ได้ว่า

2	sin	α	cos	β = ...............................................

........ - ........ จุะได้ว่า	 sin	(α + β)	-	sin	(α - β) = .......................................

	 สัรีุป็ได้ว่า

2	cos	α	sin	β = ...............................................

2.  นัก์เรียนคิดว่า ก์ารห้าค่าขีอง 2 cos αα cos ββ และ 2 sin αα sin ββ ต่้องใชั้ค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

ขีองผลบวก์ห้ร่อผลต่่างใดบ้าง และมีวิธีก์ารห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิอย่างไร
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ให้้ห้าค่าขีอง sin ((5ππ
6  - θθ) ) + sin ((5ππ

6  + θθ) ) - cos θθ  
วิธีทำา	 	 เนั่�องจุาก	sin	α	+	sin	β	=	2	sin	(α + β

2 )	cos	(α - β
2 )

	 	จุะได้ว่า	 sin	(5π
6  - θ) + sin	(5π

6  + θ)	-	cos	θ

	 	 	 =	2	sin	((5π
6  - θ) + (5π

6  + θ) 
2 )	cos	((5π

6  - θ) - (5π
6  + θ) 

2 )	-	cos	θ
	 	 	 =	2	sin	5π

6 	cos	(-θ)	-	cos	θ

   = 2 (12)	cos	θ	-	cos	θ
   = 0

	 	ดังนัั�นั	sin	(5π
6  - θ) + sin	(5π

6  + θ)	-	cos	θ = 0

ให้้ห้าค่าขีอง sin 40 ำ + cos 10 ำ
sin 70 ำ

วิธีทำา sin	40	ำ	+	cos	10	ำ
sin	70	ำ

 = sin	40	ำ	+	sin	80	ำ
cos	20	ำ

  = 
2	sin	(40	ำ	+	80	ำ2 )	cos	(40	ำ	-	80	ำ2 )

cos	20	ำ

  = 2	sin	60	ำ	cos	(-20	ำ)
cos	20	ำ

  = 
2 (  32 )	cos	20	ำ

cos	20	ำ

  =   3

	 ดังนัั�นั	sin	40	ำ	+	cos	10	ำ
sin	70	ำ

 =   3

ให้หาค่าของ	[sin (3π
4  + 11π

6 )	-	sin (3π
4  - 11π

6 )] tan (π6)

แนะแนวคิด

 cos 10  ํ  = sin 80  ํ
 sin 70  ํ  = cos 20  ํ
 cos (-θθ) = cos θθ

ตัวอย่างที่	47

ตัวอย่างที่	48

ลองทำาดู

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 83

 เนั่�องจุาก	sin	(x	+	y)	+	sin	(x	-	y)	=	2	sin	x	cos	y

	 แทนัค่า	x = α + β
2 	แล้ะ	y	=	α - β

2  จุะได้ว่า

	 sin	(α + β
2  + α - β

2 )	+	sin	(α + β
2  - α - β

2 )	 =	 2	sin	(α + β
2 )	cos	(α - β

2 )
 sin	α	+	sin	β	 =	 2	sin	(α + β

2 )	cos	(α - β
2 )

	 สัรีุป็ได้ว่า	 	sin	α	+	sin	β	=	2	sin	(α + β
2 )	cos	(α - β

2 )

	 ในัทำานัองเดียวกันั	นักัเรียีนัสัามารีถ้หาค่าของ	sin	α	-	sin	β,	cos	α	+	cos	β	แล้ะ	cos	α	-	cos	β 

โดยใชั้วิธ์ีเดียวกันักับการีหาค่าของ	sin	α	+	sin	β	ซ่�งมีค่า	ดังนั้�

   sin	α	-	sin	β	 =	 2	cos	(α + β
2 )	sin	(α - β

2 )
   cos	α	+	cos	β	 =	 2	cos	(α + β

2 )	cos	(α - β
2 )

   cos	α	-	cos	β	 =	 -2	sin	(α + β
2 )	sin	(α - β

2 )

ให้หาค่าของ	2	cos	50	ำ	cos	70	ำ	-	cos	20	ำ	

ตัวอย่างที่	46

ลองทำาดู

ให้้ห้าค่าขีอง 2 cos 55 ำ cos 5 ำ - cos 50 ำ

วิธีทำา	 	 เนั่�องจุาก	 2	cos	α	cos	β	 =	 cos	(α + β)	+	cos	(α - β)

	 	จุะได้ว่า	 2	cos	55	ำ	cos	5	ำ	-	cos	50	ำ	 =	 [cos	(55	ำ	+	5	ำ)	+	cos	(55	ำ	-	5	ำ)]	-	cos	50	ำ

	 	 	 	 =	 (cos	60	ำ	+	cos	50	ำ)	-	cos	50	ำ

	 	 	 	 =	 cos	60	ำ

    = 1
2

  ดังนัั�นั	2	cos	55	ำ	cos	5	ำ	-	cos	50	ำ	=	12
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 การีหาต่วัผกผนััของฟงักช์ันััต่รีโีกณมติ่ทิำาไดโ้ดยการีสัล้บัที�รีะหวา่งสัมาชักิต่วัหนัา้แล้ะสัมาชักิ

ต่ัวหล้ังของแต่่ล้ะคู่อันัดับที�เป็็นัสัมาชัิกของฟังก์ชัันั	เนั่�องจุากฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิทุกฟังก์ชัันัไม่เป็็นั

ฟังก์ชัันั	1-1	แล้ะต่ัวผกผันัของฟังก์ชัันั	1-1	 เท่านัั�นัที�เป็็นัฟังก์ชัันั	ดังนัั�นั	ต่ัวผกผันัของฟังก์ชัันั

ต่รีีโกณมิต่ิจุ่งไม่เป็็นัฟังก์ชัันั	 แต่่ถ้้ากำาหนัดโดเมนัของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิให้เหมาะสัม	 จุะทำาให้ 

ต่ัวผกผันัของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิเป็็นัฟังก์ชัันั

1.	 ตัวผก์ผันของฟัังก์์ชัันไซน์
	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	sin	x	เมื�อ	-∞ < x < ∞	แล้ะ	-1	≤ y ≤ 1

	 แล้ะกรีาฟของความสััมพัันัธ์์	{(x, y) ∙ x	=	sin	y}

3π
2

π
2

π
2

-π-2π O π

π

-π

X

Y

2π

y	=	sin	x

- π
2 - π

2

- 3π2

x	=	sin	y

รูปที่ 42

y = x

	 จุากกรีาฟจุะเห็นัว่า	ความสััมพัันัธ์์	{(x, y) ∙ y	=	sin	x}	ไม่เป็็นัฟังก์ชัันั	1	-	1	แต่่ถ้้ากำาหนัด
โดเมนัของ	y	=	sin	x เป็็นั	{x ∣ - π2 ≤ x ≤ π2}	จุะได้ว่า	{(x, y) ∙ y	=	sin	x, - 

π
2 ≤ x ≤ π2}	เป็็นั

ฟังก์ชัันั	1-1	ทำาให้ได้ฟังก์ชัันัผกผันั	คือ	{(x, y) ∙ x	=	sin	y,	-	π2 ≤ y ≤ π2}	เรีียกฟังก์ชัันัผกผันันั้� 
ว่า	arcsine

 ฟัังก์์ชััน arcsine คือ เซต่ของคู่อันดับ (x, y) โดยที่่� x = sin y แลิะ - 
π
2
 ≤ y ≤ 

π
2

บทนิยาม

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�	 	 ถ้้า	(x, y)∊arcsine	จุะได้ว่า	y	=	arcsine	x	หรีือเขียนัสัั�นั	ๆ 	ได้เป็็นั	y	=	arcsin	x 
โดย	y	=	arcsin	x	มีความหมายเดียวกันักับ	x	=	sin	y	เมื�อ	-	π2 ≤ y ≤ 

π
2

1.10 ตัวผกผันของฟังก์ชันตรีโกณมิติ
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ให้หาค่าของ	 sin	110	ำ	+	sin	20	ำ
cos	110	ำ	+	cos	20	ำ

 1. ให้้ห้าค่าขีอง

  1) 2 sin 35	ำ cos 10	ำ	-	sin 25	ำ	 2)	 2 cos 35	ำ cos 25	ำ	-	cos 10	ำ

  3) 2 cos 50	ำ sin 10	ำ	+	sin 40	ำ		 4)	 2 sin	7π15	cos
2π
15	-	sin

3π
5

 2. ให้้ห้าค่าขีอง

		 1)	 sin	50	ำ	+	sin 10	ำ	-	cos 20	ำ	 2)	 cos	70	ำ	+	cos 50	ำ	+	cos 170	ำ

 3) sin	75	ำ	-	sin	15	ำ
cos	15	ำ	+	cos	75	ำ

	 4)	 cos	70	ำ	-	cos	20	ำ
sin	20	ำ	-	sin	70	ำ

ลองทำาดู

 3. ก์ำาห้นด sin θθ =   22  ให้้ห้าค่าขีอง cos ((θθ + ππ4)) - cos ((θθ - ππ4))
 4. ก์ำาห้นด sin θθ = 1

  3
 ให้้ห้าค่าขีอง cos ((ππ3 + θθ)) - cos ((ππ3 - θθ))

 5. ก์ำาห้นด tan θθ = 13 ให้้ห้าค่าขีอง sin 10θθ - sin 6θθ
cos 10θθ + cos 6θθ

 6. ก์ำาห้นด θθ = ππ24 ให้้ห้าค่าขีอง sin 26θθ - sin 10θθsin 4θθ + sin 12θθ

 7. ก์ำาห้นด cos 35 ำ + cos 15 ำ = a และ sin 35 ำ + sin 15 ำ = b ให้้ห้าค่าขีอง sin 50 ำ

 8. ก์ำาห้นด sin A = k ให้้ห้าค่าขีอง 4 sin A sin (60 ำ + A) sin (60 ำ - A)

แบบฝกทักษะ	 1.9
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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ให้หาค่าของ

1)	 arcsin	12 2)	 arcsin	(-   22 )

 2)	 กำาหนัด		 arcsin	(-   32 ) = y

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 sin y = -   32 		 เมื�อ	y∊[- π2, 
π
2]

	 	 เนั่�องจุาก	 sin	(- π3) = -   32 	 สัำาหรีับทุก	y∊[- π2, 
π
2]

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 - π3

	 	 ดังนัั�นั	arcsin	(-   32 ) = - π3

2.	ตัวผก์ผันของฟัังก์์ชัันโคไซน์
		 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	cos	x

3π
2

5π
2

π
2

-π-2π
-1

1

O π 2π

Y

X
- π
2- 3π2- 5π2

รูปที่ 44

	 จุากกรีาฟจุะเหน็ัว่า	ความสัมัพันััธ์	์{(x, y) ∙	y	=	cos	x}	ไมเ่ป็็นัฟงักชั์ันั	1-1	แต่่ถ้า้กำาหนัดโดเมนั 
ของ	y	=	cos	x	เป็็นั	{x ∙ 0 ≤ x ≤ π}	จุะได้ว่า	{(x, y) ∙	y	=	cos	x, 0 ≤ x ≤ π}	เป็็นัฟังก์ชัันั	1-1	 

ทำาให้ได้ฟังก์ชัันัผกผันั	คือ	{(x, y) ∙ x	=	cos	y,	0	≤ y ≤ π}	เรีียกฟังก์ชัันัผกผันันั้�ว่า	arccosine

 ฟัังก์์ชััน arccosine คือ เซต่ของคู่อันดับ (x, y) โดยที่่� x = cos y แลิะ 0 ≤ y ≤ πบทนิยาม

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�	 	 ถ้า้	(x, y)∊arccosine	จุะได้วา่	y	=	arccosine	x	หรีอืเขียนัสัั�นั	ๆ 	ไดเ้ป็น็ั	y	=	arccos	x  
โดย	y	=	arccos	x	มีความหมายเดียวกันักับ	x	=	cos	y	เมื�อ	0	≤ y ≤ π

ลองทำาดู
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	 พัิจุารีณากรีาฟของฟังก์ชัันั	 {(x, y) ∙	y	 =	 sin	x, - π2 ≤ x ≤ π2}	 แล้ะกรีาฟของฟังก์ชัันั	 
{(x, y) ∙	y	=	arcsin	x}

รูปที่ 43

y = arcsin x, -1 ≤ x ≤ 1 และ - ππ2 ≤ y ≤ ππ2

1

1

π
2

π
2

y	=	arcsin	x
y	=	sin	x

-1

-1 O

Y

X

y = x

(π2, 1)

(1, π2)

(- π2, -1)

(-1, - π2)
- π
2

- π
2

	 จุากกรีาฟจุะเห็นัว่า	โดเมนัของฟังก์ชัันั	arcsine	คือ	[-1,	1]	แล้ะเรีนัจุ์ของฟังก์ชัันั	arcsine 

คือ	[- π2, 
π
2]

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) arcsin	  22 2) arcsin	(-   32 )
วิธีทำา 1)	 กำาหนัด		 arcsin   22  = y 

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 sin y =   2
2 	 เมื�อ	y∊[- π2, 

π
2]

	 	 เนั่�องจุาก	 sin π4 =   2
2 	 สัำาหรีับทุก	y∊[- π2, 

π
2]

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 π
4

	 	 ดังนัั�นั	arcsin   22  = π4

ตัวอย่างที่	49
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ให้หาค่าของ

1)	 arccos	  32 2)	 arccos	(-   22 )

3.	ตัวผก์ผันของฟัังก์์ชัันแท่นเจนต์
	 พัิจุารีณากรีาฟของ	y	=	tan	x

Y

π
2

π
5π
2

3π
2

-2π

- 5π
2

- 3π
2

- π
2

-π 2π
X

-1

1

O

รูปที่ 46

	 จุากกรีาฟจุะเห็นัว่า	ความสััมพัันัธ์์	 {(x, y) ∙	y	=	 tan	x}	 ไม่เป็็นัฟังก์ชัันั	1-1	แต่่ถ้้ากำาหนัด 
โดเมนัของ	y	=	tan	x	เป็็นั	{x ∣ - π2 < x < π2} จุะได้ว่า	{(x, y) ∙ y	=	tan	x, - 

π
2 < x < π2}	เป็็นั 

ฟังก์ชัันั	1-1	ทำาให้ได้ฟังก์ชัันัผกผันั	คือ	{(x, y) ∙ x	=	tan	y,	-	π2 < y < π2}	เรีียกฟังก์ชัันัผกผันันั้� 
ว่า	arctangent

 

		 พัิจุารีณากรีาฟของฟังก์ชัันั	 {(x, y) ∙ y	 =	 tan	x, - π2 < x < π2}	 แล้ะกรีาฟของฟังก์ชัันั	 
{(x, y) ∙ y	=	arctan	x}

 ฟัังก์์ชััน arctangent คือ เซต่ของคู่อันดับ (x, y) โดยที่่� x = tan y แลิะ - 
π
2
 < y < 

π
2

บทนิยาม

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�	 	 ถ้้า	(x, y)∊arctangent	จุะได้ว่า	y	=	arctangent	x	หรีือเขียนัสัั�นั	ๆ 	ได้เป็็นั
y	=	arctan	x	โดย	y	=	arctan	x	มีความหมายเดียวกันักับ	x	=	tan	y	เมื�อ	-	π2 < y < 

π
2

ลองทำาดู
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	 พัิจุารีณากรีาฟของฟังก์ชัันั	 {(x, y) ∙	y	 =	 cos	x, 0 ≤ x ≤ π}	 แล้ะกรีาฟของฟังก์ชัันั	 

{(x, y) ∙	y	=	arccos	x}

y = arccos x, -1 ≤ x ≤ 1 และ 0 ≤ y ≤ ππ

π
2

(1,	0)O

(0,	1)

(π, -1)

(-1,	π)

π
2

y	=	arccos	x

y	=	cos	x

-1

-1

π

π

Y

X

y = x

รูปที่ 45

	 จุากกรีาฟจุะเห็นัว่า	โดเมนัของฟังก์ชัันั	arccosine	คือ	[-1,	1]	แล้ะเรีนัจุ์ของฟังก์ชัันั	

arccosine	คือ	[0, π]

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) arccos	1 2) arccos	(- 12)
วิธีทำา 1)	 กำาหนัด		 arccos	1	 =	 y	

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 cos y	 =	 1		 เมื�อ	y∊[0,	π]

	 	 เนั่�องจุาก	 cos 0	 =	 1		 สัำาหรีับทุก	y∊[0,	π]

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 0

	 	 ดังนัั�นั	arccos	1	=	0

 2)	 กำาหนัด		 arccos	(- 12) = y 

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 cos y = - 12		 เมื�อ	y∊[0,	π]

	 	 เนั่�องจุาก	 cos 2π3  = - 12	 สัำาหรีับทุก	y∊[0,	π]

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 2π
3

	 	 ดังนัั�นั	arccos	(- 12) = 
2π
3

ตัวอย่างที่	50
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ให้หาค่าของ

1)	 arctan			3 2)	 arctan	(-   33 )

	 จุากบทนัิยามฟังก์ชัันัผกผันัของฟังก์ชัันัไซนั์	ฟังก์ชัันัโคไซนั์	แล้ะฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์	สัามารีถ้

สัรีุป็ความสััมพัันัธ์์รีะหว่างโดเมนัแล้ะเรีนัจุ์ที�ทำาให้แต่่ล้ะฟังก์ชัันัมีฟังก์ชัันัผกผันัได้	ดังนั้�

 
ฟัังก์์ชััน โดเมน เรนจุ์

	 y	=	sin	x

	 y	=	cos	x

	 y	=	tan	x

[- π2, 
π
2]

[0,	π]

(- π2, 
π
2)

[-1,	1]

[-1,	1]

RR

 

 

	 สัำาหรีับฟังก์ชัันั	arcsine,	arccosine	แล้ะ	arctangent	

มีโดเมนัแล้ะเรีนัจุ์	ดังนั้�

 ฟัังก์์ชััน โดเมน เรนจุ์

	 y	=	arcsin	x

	 y	=	arccos	x

	 y	=	arctan	x

[-1,	1]

[-1,	1]

RR

[- π2, 
π
2]

[0,	π]

(- π2, 
π
2)

	 กรีาฟของฟังก์ชัันั	sine,	cosine,	tangent,	arcsine,	arccosine	แล้ะ	arctangent	เป็็นัดังนั้�

Xπ
2

-1

O

Y

y = sin x, - ππ
2
 ≤ xx ≤ ππ

2 y = arcsin x, -1 ≤ x ≤ 1

- π
2

X

π
2

-1 1O

Y

- π
2

1

 

	 ในัหนัังสืัอบางเล่้มจุะเขียนั 

y	=	sin-1 x	แทนัฟังก์ชัันัผกผันั
ของฟังก์ชัันัไซนั์

y	=	cos-1 x	แทนัฟังก์ชันััผกผันั 
ของฟังก์ชัันัโคไซนั์

y	=	tan-1 x	แทนัฟังก์ชัันัผกผันั
ของฟังก์ชัันัแทนัเจุนัต่์

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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	 จุากกรีาฟจุะเห็นัว่า	โดเมนัของฟังก์ชัันั	arctangent	คือ	RR	แล้ะเรีนัจุ์ของฟังก์ชัันั	arctangent 

คือ	(- π2, 
π
2)

ให้้ห้าค่าขีอง 

1) arctan	  33 2) arctan	(-1)

วิธีทำา 1)	 กำาหนัด		 arctan	  33  = y

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 tan y =   3
3 		 เมื�อ	y∊(- π2, 

π
2)

	 	 เนั่�องจุาก	 tan π6 =   3
3 	 สัำาหรีับทุก	y∊(- π2, 

π
2)

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 π
6

	 	 ดังนัั�นั	arctan	  33  = π6
 2)	 กำาหนัด		 arctan (-1)	 =	 y	

	 	 โดยบทนัิยาม	จุะได้ว่า	 tan y	 =	 -1		 เมื�อ	y∊(- π2, 
π
2)

	 	 เนั่�องจุาก	 tan (- π4)	 =	 -1	 สัำาหรีับทุก	y∊(- π2, 
π
2)

	 	 จุะได้ว่า	 y	 =	 -	π4
	 	 ดังนัั�นั	arctan (-1)	=	-	π4

ตัวอย่างที่	51

รูปที่ 47

y = arctan x, -∞∞ < x < ∞∞ และ - ππ2 < y < ππ2

Y

X
1

1

π
2

π
2

y	=	arctan	x

-1
-1 O

y	=	tan	x

- π
2

- π
2
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ให้หาค่าของ	arctan	0.7813

ให้้ห้าค่าขีอง arcsin 0.2079

วิธีทำา	 	กำาหนัด		 arcsin	0.2079	 =	 θ 

	 	จุะได้ว่า	 sin	θ	 =	 0.2079		 เมื�อ	θ∊[-90	ำ,	90	ำ]

	 	จุากการีเป็ิดต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	

	 	จุะได้ว่า	 sin	12	ำ =	 0.2079	 สัำาหรีับทุก	θ∊[-90	ำ,	90	ำ]

	 	ดังนัั�นั	 θ	 =	 12	ำ

	 	นัั�นัคือ	arcsin	0.2079	=	12	ำ

ให้้ห้าค่าขีอง sin ((arcsin 35 + arccos 
4
5))

วิธีทำา	 	กำาหนัด		 arcsin	35 = A 

	 	จุะได้ว่า	 sin A = 3
5		 เมื�อ	A∊[- π2, 

π
2]

  จุาก	sin A = 35	สัรี้างรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉากได้	ดังนั้�

	 	 จุะได้ว่า	 cos A = 4
5

  กำาหนัด		 arccos	45 = B

	 	จุะได้ว่า	 cos	B	 =	 4
5		 เมื�อ	B∊[0,	π]

  เนั่�องจุาก	cos A	=	cos B	จุะได้	sin A	=	sin B = 35
  นัั�นัคือ	 sin (arcsin	35	+	arccos	

4
5)	 =	 sin (A	+	B)

	 	 	 	 =	 sin A cos B	+	cos A sin B

    = 3
5 (

4
5) + 

4
5 (

3
5)  = 

24
25

  ดังนัั�นั	sin (arcsin	35	+	arccos	
4
5) = 

24
25

	 สัำาหรีับโจุทย์ที�เกี�ยวกับต่ัวผกผันัของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิบางโจุทย์	นัักเรีียนัอาจุต่้องเป็ิดต่ารีาง

ค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิหรีือใชั้ความรีู้จุากฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของผล้บวกแล้ะผล้ต่่างของจุำานัวนัจุรีิง

หรีือมุม	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นัี�

3

4

5

A

ตัวอย่างที่	53

ตัวอย่างที่	54
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ให้หาค่าของ	tan (arcsin   32 )

ให้้ห้าค่าขีอง cos (arctan   3)

วิธีทำา	 	กำาหนัด		 arctan			3 = θ 

	 	จุะได้ว่า	 tan	θ =   3	 เมื�อ	θ∊(- π2, 
π
2)

	 	 เนั่�องจุาก	 tan π3 =   3		 สัำาหรีับทุก	θ∊(- π2, 
π
2)

	 	จุะได้ว่า	 arctan			3 = π
3

	 	ดังนัั�นั	cos	(arctan			3) =	 cos	π3 = 
1
2

รูปที่ 48

y = tan x, - ππ
2
 < x < ππ

2 y = arctan x, x∊∊RR

1

π
2-1

O 1

π
2

-1

Y

XO

Y

X

- π
2

- π
2

y = cos x, 0 ≤ x ≤ ππ y = arccos x, -1 ≤ x ≤ 1

X

π
2

-1

O

Y

1

π

X

π
2

-1 1O

Y

π
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ให้แสัดงว่า	2	arctan	38	=	arctan	
48
55

sin ((arctan ((158 )) - arccos (( 5
13)))) เท่าก์ับเท่าใด

แนวคิด กำาหนัด		arctan	(158 ) = A

	 จุะได้ว่า	 tan	A	 =	 15
8   เมื�อ	A∊(- π2, 

π
2)

 จุาก	tan	A	=	158 	สัรี้างรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉากได้	ดังนั้�

	 จุะได้ว่า	sin	A	=	1517	แล้ะ	cos	A	=	
8
17

15

8

17

A

	 กำาหนัด		arccos	( 5
13) = B

	 จุะได้ว่า	 cos	B	 =	 5
13

 จุาก	cos	B	=	 5
13	สัรี้างรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉากได้	ดังนั้�

	 จุะได้ว่า	 sin	B	 =	 5
13

12

5

13

B

	 ดังนัั�นั	sin	(arctan	(158 )	-	arccos	( 5
13)) =	sin	(A	-	B)

	 	 	 	 	 	 =	sin	A	cos	B	-	cos	A	sin	B

      = 1517 (
5
13) - 

8
17 (

12
13)

      = 75	-	96221

      = - 21221

แนวข้อสอบ A-LevelA-Level
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ให้หาค่าของ	tan	(arccos	513	-	arcsin	
12
13)

ให้หาค่าของ	tan	(2	arccos	35)

ให้้ห้าค่าขีอง cos ((2 arcsin 14))
วิธีทำา	 	กำาหนัด		 arcsin	14 = θ 

	 	 	จุะได้ว่า	 sin	θ = 1
4		 เมื�อ	θ∊[- π2, 

π
2]

  	นัั�นัคือ		 cos	(2	arcsin	14)	 =	 cos	2θ

      =	 1	-	2	sin2 θ

      = 1 - 2(14)
2

      = 7
8

	 	 	ดังนัั�นั	cos	(2	arcsin	14) = 
7
8

ให้้แส่ดงว่า 2 arctan 13 = arctan 
3
4

วิธีทำา	 	กำาหนัด		 arctan	13 = θ

	 	 	จุะได้ว่า	 tan	θ = 1
3		 เมื�อ	θ∊(- π2, 

π
2)

   พัิจุารีณา	 tan	(2	arctan	13)	 =	 tan	2θ

      = 2	tan	θ
1	-	tan2 θ

 

      = 
2 (13)

1 - (13)
2

      = 3
4 

	 	 	ดังนัั�นั		 2	arctan	13	 =		arctan	
3
4

ลองทำาดู
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 ในัหัวข้อที�ผ่านัมา	 นัักเรีียนัได้ศู่กษาความสััมพัันัธ์์รีะหว่างผล้บวก	 ผล้ต่่าง	 แล้ะผล้คูณของ

ฟงักช์ันััต่รีโีกณมิต่	ิสัำาหรีบัหวัขอ้นั้�	นักัเรียีนัจุะได้นัำาความสัมัพันััธ์ต์่า่ง	ๆ 	ที�เกี�ยวกับฟงักช์ันััต่รีโีกณมิต่ิ 

มาใชั้เพัื�อแสัดงความเท่ากันัทุกป็รีะการีรีะหว่างฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิที�แต่กต่่างกันัต่ั�งแต่่	 2	 ฟังก์ชัันั

ข่�นัไป็	ซ่�งเรีียกว่า	การีพัิสัูจุนั์เอกล้ักษณ์ต่รีีโกณมิต่ิ

1.	 เอก์ลัก์ษณ์ตริีโก์ณมุิติ	(Trigonometric	IIdentities)
	 พัิจุารีณาสัมการีต่่อไป็นั้�

	 	 	 cos	θ	+	sin	θ = 1

	 	 	 cos2 θ	+	sin2 θ = 1

ให้พัิสัูจุนั์ว่า	tan4 x	+	2	tan2 x + 1 = 1
cos4 x

ให้้พิสู่จุน์ว่า sec4 x - sec2 x = tan2 x + tan4 x

วิธีทำา	 sec4 x	-	sec2 x		=		(sec2 x)2	-	(1	+	tan2 x)

	 	 	 	 =	 (1	+	tan2 x)2	-	(1	+	tan2 x)

	 	 	 	 =	 1	+	2	tan2 x	+	tan4 x	-	1	-	tan2 x

	 	 	 	 =	 tan2 x	+	tan4 x

	 	 	ดังนัั�นั	sec4 x	-	sec2 x	=	tan2 x	+	tan4 x

1 + tan2 x = sec2 x

	 จุะเห็นัว่า	สัมการี	cos	θ	+	sin	θ	=	1	เป็็นัจุรีิงสัำาหรีับบาง	θ

แต่่สัมการี	cos2 θ	+	sin2 θ	=	1	เป็็นัจุรีิงสัำาหรีับทุก	θ	เรีียกสัมการี

ต่รีีโกณมิต่ิที�เป็็นัจุรีิงสัำาหรีับทุกค่าของ	θ	ว่า	เอก์ลัก์ษณ์ต่รีโก์ณมิต่ิ 

	 การีพัิสัูจุนั์เอกลั้กษณ์เป็็นัการีแสัดงให้เห็นัว่า	 ค่าทั�งสัองข้างของสัมการีเท่ากันัจุรีิง	 โดยใช้ั 

ความสััมพัันัธ์์รีะหว่างฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	 ซ่�งเอกลั้กษณ์ที�พัิสัูจุน์ัแล้้วสัามารีถ้นัำาไป็อ้างอิงในั 

การีพัิสัูจุนั์เอกล้ักษณ์อื�นั	ๆ 	ได้

1.11  เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ	และสมการตรีโกณมิต ิ
(Trigonometric Identities and Trigonometric Equations)

 

สัมการีที�มีฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ

ป็รีากฏอยู่	 เรีียกว่า	 ส่มก์าร

ต่รีโก์ณมิต่ิ

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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 3. ให้้ห้าค่าขีอง

	 		 1)	 sin	(arccos	14)	 2)	 cos	(arctan	(-3)) 3)	 tan	(arcsin	(-   23 ))
	 		 4)	 cosec	(arcsin	12) 5)	 sec	(arccos (-   32 )) 6)	 cot	(arcsin	1)

	 		 7)	 sin	(arccos	0.5640)	 8)	 cos (arctan 0.4348) 9)	 tan	(arccos	(-0.7771))

 4. ให้้ห้าค่าขีอง

	 		 1)	 sin	(12	arccos	
4
5)	 	 	 2)	 cos	(12	arccos	

4
5)

	 		 3)	 sin	(2	arccos	(- 45))   4)	 tan	(2	arcsin	(- 1213))

 5. ให้้ห้าค่าขีอง

	 		 1)	 sin	(arcsin	45	+	arcsin	
5
13)		 	 2)	 tan	(arcsin	12	-	arccos	

1
3)

	 		 3)	 cos	(arcsin	1213	+	arcsin	
4
5)   4)	 cos	(arctan	(- 43)	+	arcsin	

12
13)

 1. ให้้ห้าค่าขีอง

	 		 1)	 arcsin	1	 2)	 arccos   2
2 3)	 arctan	1

	 		 4)	 arcsin	(- 12)	 5)	 arccos	(-   32 )	 6)	 arctan	(-			3)

 2. ให้้ห้าค่าขีองฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้� โดยใชั้ต่ารางค่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิ

	 		 1)	 arcsin	0.4695	 2)	 arcsin	0.5688	 3)	 arccos	0.7451

	 		 4)	 arccos	0.8158	 5)	 arctan	0.3839		 6)	 arctan	1.1171

 6. ให้้แส่ดงว่าฟัังก์์ชัันต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�เป็นจุริง

	 		 1)	 arcsin	 1
  5

	+	arcsin	 2
  5

 = π2

	 		 2)	 cos	(2	arcsin	x) = 1 - 2x2

แบบฝกทักษะ	1.10
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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กำาหนัด	A + B + C = 180	ำ	

ให้พัิสัูจุนั์ว่า	sin	A	+	sin	B	-	sin	C = 4	sin A2	sin	
B
2	cos	

C
2

ก์ำาห้นด A + B + C = 180 ำ 

ให้้พิสู่จุน์ว่า cos A + cos B + cos C = 1 + 4 sin A2 sin B2 sin C2

วิธีทำา	 	 cos	A	+	cos	B	+	cos	C	 =	 2	cos	(A + B
2 )	cos	(A - B

2 )	+	cos	C
	 	 	 	 =	 2	sin	C2	cos	(

A - B
2 )	+	1	-	2	sin2 C2

    = [2	sin	C2	cos	(
A - B

2 )	-	2	sin2 C2] + 1
	 	 	 	 =	 2	sin	C2 [cos	(

A - B
2 )	-	sin	C2] + 1

	 	 	 	 =	 2	sin	C2 [cos	(
A - B

2 )	-	cos	(A + B
2 )] + 1

	 	 	 	 =	 2	sin	C2 (2	sin	
A
2	sin	

B
2) + 1

	 	 	 	 =	 1	+	4	sin	A2	sin	
B
2	sin	

C
2

   ดังนัั�นั	cos	A	+	cos	B	+	cos	C	=	1	+	4	sin	A2	sin	
B
2	sin	

C
2

2.	สมุก์าริตริีโก์ณมุิติ	(Trigonometric	Equations)
	 นักัเรียีนัทรีาบมาแล้ว้วา่	ฟงักช์ันััต่รีโีกณมติ่โิดยทั�วไป็ไมเ่ป็น็ัฟงักช์ันัั	1-1	ทำาใหค้า่ของฟงักช์ันัั 

ต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงหรีือมุมอาจุจุะมีค่าซ�ำากันัได้	เชั่นั	sin	π6	แล้ะ	sin	
5π
6 	มีค่าซ�ำากันั	คือ	12

	 ดังนัั�นั	 ในัการีหาคำาต่อบของสัมการีต่รีีโกณมิต่ิ	 ถ้้าโจุทย์ไม่ได้กำาหนัดให้คำาต่อบอยู่ในัช่ัวงใด 

ชั่วงหนั่�ง	คำาต่อบจุะอยู่ในัรีูป็ของค่าทั�วไป็

	 ในัการีพิัสัูจุน์ัเอกลั้กษณ์ที�เกี�ยวข้องกับรูีป็สัามเหล้ี�ยม	 จุะเห็นัว่าโจุทย์กำาหนัดเงื�อนัไข	 เชั่นั	 

“ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยม	 ABC	 หรีือ	 A	 +	 B	 +	 C	 =	 180	ำ”	 หล้ักการีพัิสัูจุนั์จุะใชั้ความสััมพัันัธ์์ของ 

มุมป็รีะกอบหนั่�งมุมฉากหรีือมุมป็รีะกอบสัองมุมฉาก	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นั้�

ตัวอย่างที่	60
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ให้พัิสัูจุนั์ว่า	 cos θ 
1	-	sin	θ = 1	+	sin θ cos	θ

ให้พัิสัูจุนั์ว่า	 sin	4x	-	sin	(-2x)	-	sin	6x	+	sin	(-4x)
cos	(-2x)	-	cos	4x	-	cos	(-4x)	+	cos	6x	=	cot x

ให้้พิสู่จุน์ว่า sin θθ 
1 + cos θθ = 

1 - cos θθ 
sin θθ

วิธีทำา   sin θ 
1	+	cos θ = sin θ 

1	+	cos θ × 1	-	cos θ 1	-	cos θ 

     = sin θ(1	-	cos θ) 
1	-	cos2 θ

     = sin θ(1	-	cos θ) 
sin2 θ

 

     = 1	-	cos θ 
sin θ

	 	 	ดังนัั�นั	 sin θ 
1	+	cos θ = 

1	-	cos θ 
sin θ

ให้้พิสู่จุน์ว่า sin 7x - sin 3x - sin 5x + sin x 
cos 7x + cos 3x - cos 5x - cos x = tan 2x

วิธีทำา sin	7x	-	sin	3x	-	sin	5x	+	sin	x 
cos	7x	+	cos	3x	-	cos	5x	-	cos	x = (sin	7x	-	sin	3x)	-	(sin	5x	-	sin	x) 

(cos	7x	+	cos	3x)	-	(cos	5x	+	cos	x)
     = 2	cos	5x	sin	2x	-	2	cos	3x	sin	2x 

2	cos	5x	cos	2x	-	2	cos	3x	cos	2x
     = 2	sin	2x	(cos	5x	-	cos	3x) 

2	cos	2x (cos	5x	-	cos	3x)
     = sin	2x 

cos	2x
	 	 	 	 	 =	 tan 2x

   ดังนัั�นั	 sin	7x	-	sin	3x	-	sin	5x	+	sin	x 
cos	7x	+	cos	3x	-	cos	5x	-	cos	x	=	tan 2x

แนะแนวคิด

คููณทั้้�งตั้วเศษและตั้วส่่วน
ด้้วย  1 - cos θθ
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	 	 	จุะได้ว่า		 sin	θ = 12	 หรีือ	sin	θ = 1

	 	 	 เนัื�องจุาก	ค่า	θ	เมื�อ	0	≤ θ ≤ 2π	ที�ทำาให้	sin	θ = 12	คือ	
π
6	แล้ะ	

5π
6

	 	 	 	 	 ค่า	θ	เมื�อ	0	≤ θ ≤ 2π	ที�ทำาให้	sin	θ	=	1	คือ	π2 

	 	นัั�นัคือ	คำาต่อบของสัมการีในัชั่วง	[0,	2π]	คือ	π6, 
5π
6 	แล้ะ	π2

	 	ดังนัั�นั		ค่าทั�วไป็ของ	θ	ที�ทำาให้สัมการีเป็็นัจุรีิง	คือ	2nπ  + π
6,	2nπ + 5π

6  

แล้ะ	2nπ + π
2	เมื�อ	n∊ZZ

แก้สัมการี	cos	2θ - 1 = 0

แก์้ส่มก์าร 2 cos2 x + 2 cos 2x = 1

วิธีทำา	 	 	 2	cos2 x	+	2	cos	2x = 1

	 	 	 	 2	cos2 x	+	2(2	cos2 x - 1)   = 1

	 	 	 	 2	cos2 x	+	4	cos2 x - 2 = 1

	 	 	 	 6	cos2 x = 3

	 	 	 	 cos	x = ± 1
  2

	 	 	จุะได้ว่า		 cos	x = 1
  2

	หรีือ	cos	x = - 1
  2

	 	 	 เนั่�องจุาก	ค่า	x	เมื�อ	0	≤ x ≤ 2π	ที�ทำาให้	cos	x = 1
  2

	คือ	π4	แล้ะ	
7π
4

	 	 	 	 	 ค่า	x	เมื�อ	0	≤ x ≤ 2π	ที�ทำาให้	cos	x = - 1
  2

	คือ	3π
4 	แล้ะ	5π

4

	 	 	นัั�นัคือ	คำาต่อบของสัมการีในัชั่วง	[0,	2π]	คือ	π4, 
3π
4 , 5π

4 	แล้ะ	7π
4

	 	 	ดังนัั�นั		ค่าทั�วไป็ของ	x	ที�ทำาให้สัมการีเป็็นัจุรีิง	คือ	2nπ + π
4,	2nπ + 3π

4 ,  

2nπ + 5π
4 	แล้ะ	2nπ + 7π

4 	เมื�อ	n∊ZZ

แก้สัมการี	4	cos2 x	-	4	cos	2x + 2 = 5

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	64

ลองทำาดู

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 101

แก์้ส่มก์าร cos 2θθ + 3 sin θθ = 2 

วิธีทำา	 	 	 	 cos	2θ	+	3	sin	θ = 2

	 	 	 	 	 (1	-	2	sin2 θ)	+	3	sin	θ   = 2

	 	 	 	 	 2	sin2 θ	-	3	sin	θ + 1 = 0

	 	 	 	 	 (2	sin	θ	-	1)(sin	θ - 1) = 0

แก์้ส่มก์าร tan θθ = 1
  3

วิธีทำา	 	 	 	จุากวงกล้มหนั่�งหนั่วย	จุะเห็นัว่าค่า	θ	เมื�อ	0	≤ θ ≤ 2π 

ที�ทำาให้	tan	θ = 1
  3

	คือ	π6	แล้ะ	
7π
6

	 	 	 	 แล้ะ		 tan	(2nπ + π
6) =	 tan	π6  = 1

  3
			เมื�อ	n∊ZZ

	 	 	 	 	 	 	 tan	(2nπ + 7π
6 ) =	 tan	7π

6  = 1
  3

			เมื�อ	n∊ZZ

	 	 	 	 เนั่�องจุากโจุทย์ไม่ได้กำาหนัดให้คำาต่อบอยู่ในัชั่วงใดชั่วงหนั่�ง

	 	 	 	 ดงันัั�นั		ค่าทั�วไป็ของ	θ	ที�ทำาให้สัมการีเป็็นัจุริีง	คอื	2nπ + π6 

แล้ะ	2nπ + 7π
6 	เมื�อ	n∊ZZ

แก้สัมการี	tan	x = -   3	เมื�อ	-	π2 < x < 0

แก้สัมการี	cos	θ = 12

แก์้ส่มก์าร cos x =   32  เม่่อ 0 < x < ππ
2 

วิธีทำา	 	 เนั่�องจุาก	0	< x < π
2	จุะได้ว่า	ค่าของ	x	ในัชั่วงนั้�ที�ทำาให้	cos	x = 

  3
2 	คือ	π6

	 	 	ดังนัั�นั	เซต่คำาต่อบ	คือ	{π6}

P1

(1,	0)O

P2

Y

X
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 ในัหวัขอ้นั้�	จุะเป็น็ัการีศูก่ษากฎของไซน์ัแล้ะโคไซน์ัซ่�งเป็น็ัความสัมัพันััธ์ร์ีะหว่างความยาวด้านั

กับขนัาดของมุมของรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�ไม่เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก

1.	 ก์ฎของไซน์	(The	Laws	of	Sines)
	 กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	 ABC	 ที�เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้มแล้ะมุมป็้านั	 จุากนัั�นัล้าก	 CD  

ต่ั�งฉากกับด้านั	AB	ที�จุุด	D	แล้ะล้าก	AE	ต่ั�งฉากกับด้านั	BC	ที�จุุด	E	ดังรีูป็

	 พัิจุารีณารีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้ม	ABC

	 จุากรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ADC	จุะได้ว่า		sin A = CD
b

     CD	=	b	sin	A

	 จุากพัื�นัที�ของรีูป็สัามเหล้ี�ยมเท่ากับ	12 ×	ฐานั	×	สัูง

	 จุะได้ว่า	พัื�นัที�ของรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เท่ากับ	12	(AB)(CD)

     = 12	(c)(b	sin	A)

     = 12	bc	sin	A

	 ดังนัั�นั	พัื�นัที�ของรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	=	12	bc	sin	A	 ......➀

	 ในัทำานัองเดียวกันั	ถ้้ากำาหนัด	BC	แล้ะ	CA	เป็็นัฐานั	จุะได้ว่า

	 	 	 พัื�นัที�ของรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	=	12	ca	sin	B	 ......➁
	 	 	 พัื�นัที�ของรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	=	12	ab	sin	C	 ......➂

Thinking TimeThinking Time

	 ให้นัักเรีียนัพัิสัูจุนั์ 

กฎของไซนั์	โดยใชั้ 

รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมป็้านั

1.12  กฎของไซน์และโคไซน ์
(The Laws of Sines and Cosines)

รูปที่ 49
รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้ม รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมป็้านั

C

BD

E

b

c

a

A

C

BAD

Eb

180	ำ	-	A

c

a
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 1. ให้้พิสู่จุน์เอก์ลัก์ษณ์ต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

	 1)	 cos	θ	(tan	θ + cot	θ)	=	cosec θ 2)	 sin	2θ	cot	θ - 1 = cos	2θ

	 3)	 sin4 θ	+	cos4 θ = 1 - 12 sin
2 2θ 4)	 sec2 θ	+	cosec2 θ = sec2 θ	cosec2 θ

5)	 tan2 θ	-	sin2 θ = tan2 θ	sin2 θ 6)	 sin 2θ	+	sin θ
cos 2θ	+	cos	θ + 1 = tan θ

 2. ให้้พิสู่จุน์เอก์ลัก์ษณ์ต่รีโก์ณมิต่ิต่่อไปน้�

	 1)	 cos	4x	=	4	cos	2x	+	8	sin4 x - 3

	 2)	 tan	(π4 - x) = 
cos 2x

1	+	sin	2x
	 3)	 1	+	cos x + cos 2x	+	cos 3x = 4	cos x	cos 3x

2 cos x2
 3.  ก์ำาห้นด A + B + C = 180 ำ ให้้พิสู่จุน์ว่า tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C

 4. แก์้ส่มก์ารต่่อไปน้� เม่่อ 0 ≤ x ≤ 2ππ

	 1)	 cot x + 2 sin	x	=	cosec	x
	 2)	 4	tan	x	sin2 x	+	3	=	4	sin2 x	+	3	tan x
 3) cot x cos 2x	+	tan x sin 2x	=	cot x
	 4)	 cot x - 2 cos x = 2 cosec x	-	4

 5. แก์้ส่มก์ารต่่อไปน้�

	 1)	 2	cos2 θ	+	2	cos 2θ = 1

	 2)	 2	sin	θ	(cos	θ	+	sin	θ)	=	2	sin	θ

 3) 2 sec θ = tan θ	+	cot θ

	 4)	 sin θ + 8 cos θ = 2 cos3 θ + 6 cos θ

 6. ก์ำาห้นด a = sin 3x cos 2x - 2 sin x cos x cos 3x เม่่อ 0 ≤ x ≤ 2ππ

    ให้้ห้าค่าขีอง x ที่ทำาให้้ 2a2 - 3   3a - 6 = 0

แบบฝกทักษะ	1.11
ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมที่มีความยาวด้านต่รงขี้ามมุม A, B และ C เป็น 

a, b และ c ต่ามลำาดับ โดย C = 60 ำ, b = 6 ห้น่วย และ c = 10 ห้น่วย ให้้ห้าขีนาดขีองมุม B

วิธีทำา	 จุากกฎของไซนั์	จุะได้ว่า	 sin B
b  = sin C

c

  sin B
6  = sin	60	ำ

10

  sin	B	 =	 6	(   3210 )
   = 3   3

10

   ≈	 0.5196

	 เนั่�องจุาก	sin	B	≈	0.5196	มีค่าอยู่รีะหว่าง	sin	31	ำ	10′	กับ	sin	31	ำ	20′ 

	 จุากต่ารีางค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	จุะได้ว่า	 sin	31	ำ	10′	=	0.5175

	 	 	 	 	 	 	 sin	31	ำ	20′ = 0.5200

	 เนั่�องจุาก	ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0025	ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั	10′

	 	 ค่าของฟังก์ชัันัไซนั์เพัิ�มข่�นั	0.0021	ค่าของมุมเพัิ�มข่�นั	0.0021 × 10′
0.0025

       ≈	8′

	 จุะได้ว่า	 sin	(31	ำ	10′	+	8′)	=	sin	31	ำ	18′ 

      ≈	0.5196

	 ดังนัั�นั	B	≈	31	ำ	18′

 แต่่เนั่�องจุาก	sin	B	>	0	จุะได้ว่า	0	< B <	180	ำ

	 ดังนัั�นั	B	≈	31	ำ	18′	หรีือ	B	≈	180	ำ	-	31	ำ	18′	=	148	ำ	42′

∧

	กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�มีความยาวด้านัต่รีงข้ามมุม	A,	B	แล้ะ	C	เป็็นั	

a,	b	แล้ะ	c	ต่ามล้ำาดับ	โดย	B	=	45	ำ,	C	=	60	ำ	แล้ะ	b	=	2   3	หนั่วย	ให้หาความยาวของ	c
∧ ∧
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	 จุาก	➀, ➁	แล้ะ	➂	จุะได้ว่า

1
2	bc	sin	A	=	

1
2	ca	sin	B	=	

1
2	ab	sin	C

	 คูณด้วย	 2
abc	โดยต่ล้อด	จุะได้ว่า

sin A
a  = sin Bb  = sin Cc

	 เรีียกความสััมพัันัธ์์ดังกล้่าวว่า	ก์ฎขีองไซน์

ก์ฎขีองไซน์	 ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC

ถ้้า	a,	b	แล้ะ	c	เป็็นัความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A,	B	แล้ะ	C	ต่ามล้ำาดับ	จุะได้ว่า

sin A
a  = sin Bb  = sin Cc

ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมที่มีความยาวด้านต่รงขี้ามมุม A, B และ C เป็น 

a, b และ c ต่ามลำาดับ โดย B = 75 ำ, C = 60 ำ และ b = 4 ห้น่วย ให้้ห้าความยาวขีอง c

วิธีทำา	 จุากกฎของไซนั์	จุะได้ว่า	 sin B
b  = sin C

c

  sin 75	ำ
4  = sin	60	ำ

c

  c	 =	 4 (sin	60	ำsin	75	ำ)

	 	 	 =	 4 (
  3
2

  3 + 1
2   2

)
   =	 4 [   3(2			2)

2(		3 + 1)]
   ≈	 4 (2   65.46)
   ≈ 3.59

	 	ดังนัั�นั	c	มีความยาวป็รีะมาณ	3.59	หนั่วย

∧ ∧
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ก์ฎขีองโคไซน์		ในัรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	

ถ้้า	a,	b	แล้ะ	c	เป็็นัความยาวของด้านัต่รีงข้ามมุม	A,	B	แล้ะ	C	ต่ามล้ำาดับ	จุะได้ว่า	

  a2 = b2 + c2	-	2bc	cos	A

  b2 = a2 + c2	-	2ac	cos	B

  c2 = a2 + b2	-	2ab	cos	C

	กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�มีความยาวด้านัต่รีงข้ามของมุม	A,	B	แล้ะ	C	

เป็็นั	a,	b	แล้ะ	c	ต่ามล้ำาดับ	โดย	B	=	45	ำ,	a	=	4	หนั่วย	แล้ะ	c	=	9	หนั่วยให้หาความยาวของ	b
∧

ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมที่มีความยาวด้านต่รงขี้ามขีองมุม A, B และ C 

เป็น a, b และ c ต่ามลำาดับ โดย A = 30 ำ, b = 6 ห้น่วย และ c = 10 ห้น่วย ให้้ห้าความยาว 

ขีอง a

วิธีทำา	 	 เนั่�องจุาก	 a2 = b2 + c2	-	2bc	cos	A

	 	 	 	 	 =	 62 + 102	-	2(6)(10)	cos	30	ำ	

	 	 	 	 	 =	 36	+	100	-	120	(  32 )
     ≈	 32.08

	 	 	จุะได้ว่า	 a ≈	 5.66

	 	 	ดังนัั�นั	a	มีค่าความยาวป็รีะมาณ 5.66	หนั่วย

∧

ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมที่มีความยาวด้านต่รงขี้ามขีองมุม A, B และ C 

เป็น a, b และ c ต่ามลำาดับ โดย a =   10 ห้น่วย, b = 2 ห้น่วย และ c =   2 ห้น่วย ให้้ห้า

ขีนาดขีองมุม A

วิธีทำา	 	จุากกฎของโคไซนั์	 a2 = b2 + c2	-	2bc	cos	A

	 	 	จุะได้ว่า	 (		10)2 = 22	+	(		2)2	-	2(2)(		2)	cos	A

	 	 	 	 10	 =	 4	+	2	-	4			2	cos	A

ตัวอย่างที่	67
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	กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�มีความยาวด้านัต่รีงข้ามมุม	A,	B	แล้ะ	C	เป็็นั	

a,	b	แล้ะ	c	ต่ามล้ำาดับ	โดย	A	=	30	ำ,	a	=	11	หนั่วย	แล้ะ	c	=	17	หนั่วย	ให้หาขนัาดของมุม	C	
∧

2.	ก์ฎของโคไซน์	(The	Laws	of	Cosines)
	 กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	 ABC	 ที�เป็็นัรูีป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้มแล้ะมุมป็้านั	 จุากนัั�นัล้าก	 CD  

ต่ั�งฉากกับด้านั	AB	ที�จุุด	D	ดังนัี�

รูปที่ 50
รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้ม รีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมป็้านั

C

BD c - x

b

c

a

h h

x xA

C

BAD

b

180	ำ	-	A

c

a

	 พัิจุารีณารีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมแหล้ม	ABC

	 จุากรีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	ADC	จุะได้ว่า		cos	A	=	 xb
     x	=	b	cos	A
	 แล้ะโดยทฤษฎีบทพัีทาโกรีัสั	จุะได้ว่า	b2 = h2 + x2

	 พัิจุารีณารีูป็สัามเหล้ี�ยมมุมฉาก	BDC	โดยทฤษฎีบทพัีทาโกรีัสั	จุะได้ว่า

    a2	 =	 (c	-	x)2 + h2

     = c2 - 2cx + x2 + h2

     = c2 - 2cx	+	(x2 + h2)

     = c2 - 2cx + b2

     = b2 + c2	-	2bc	cos	A

	 ดังนัั�นั	a2 = b2 + c2	-	2bc	cos	A

	 ในัทำานัองเดียวกันั	นัักเรีียนัสัามารีถ้พัิสัูจุนั์ได้ว่า

    b2 = a2 + c2	-	2ac	cos	B

    c2 = a2 + b2	-	2ab	cos	C

	 เรีียกความสััมพัันัธ์์ดังกล้่าวว่า	ก์ฎขีองโคไซน์

Thinking TimeThinking Time

 ให้นัักเรีียนัพัิสัูจุนั์กฎของ

โคไซนั์	โดยใชั้รีูป็สัามเหล้ี�ยม

มุมป็้านั

ลองทำาดู
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 3.  ให้้ห้าความยาวด้านห้ร่อมุมภายในที่เห้ล่อขีองรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC จุาก์ส่ิ�งที่ก์ำาห้นดต่่อไปน้�

 1) a = 2, b = 2   3, c = 2

 2) A	=	75	ำ,	B	=	30	ำ,	b	=	  8

	 3)	 a	=	4,	B	=	135	ำ,	b	=	4

	 4)	 A	=	45	ำ,	B	=	105	ำ,	c	=	5   2

 4.  ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC ที่มี a = 4 ห้น่วย, b = 4   3 ห้น่วย และ c = 4 ห้น่วย ให้้ห้า

ขีนาดขีองมุมที่ให้ญ่่ที่สุ่ด

 5.  ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC ที่มีมุม A และ B เป็นมุมแห้ลม โดย cos A = 45, sin B = 1213 

และ b = 30 ห้น่วย ให้้ห้าความยาวขีอง c 

 6.  ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC ที่มี B = 45 ำ, C = 120 ำ และ a = 20 ห้น่วย ให้้ห้าความสู่ง

ขีองรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC ที่วัดจุาก์จุุด A

 7.  ก์ำาห้นดรูปห้ก์เห้ลี่ยมด้านเท่ามุมเท่า ABCDEF โดยแต่่ละด้านยาว 6 นิ�ว ให้้ห้าความยาวขีอง

เส่้นทแยงมุม AD และ AC

∧ ∧

∧

∧ ∧

∧ ∧

 8.  ก์ำาห้นดรูปส่ีเ่ห้ลีย่มด้านขีนานมีมมุมุมห้น่�งมีขีนาด 120 องศา และความยาวขีองด้านประก์อบ

มุมน้�ยาว 4 และ 8 เซนต่ิเมต่ร ให้้ห้าความยาวขีองเส่้นทแยงมุมทั�งส่องเส่้นขีองรูปน้�

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย
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	กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�มีความยาวด้านัต่รีงข้ามของมุม	A,	B	แล้ะ	C

เป็็นั	a,	b	แล้ะ	c	ต่ามล้ำาดับ	โดย	a	=	6	หนั่วย,	b	=	13	หนั่วย	แล้ะ	c	=	14	หนั่วย	ให้หา

ขนัาดของมุม	B

    4			2	cos	A =	 6	-	10

	 	 	 	 cos	A = -4
4			2

     = - 1
  2

	 	 	ดังนัั�นั	 A =	 135	ำ

  ก์ำาห้นดรูปส่ามเห้ลี่ยม ABC เป็นรูปส่ามเห้ลี่ยมที่มีความยาวด้านต่รงขี้ามขีองมุม A, B และ C 

เป็น a, b และ c ต่ามลำาดับ

 1.  ให้้ห้าค่าต่่อไปน้� โดยใชั้ก์ฎขีองไซน์

	 1)	 ให้หาความยาวของ	a	เมื�อ	A	=	30	ำ,	C	=	45	ำ	แล้ะ	c	=	8	หนั่วย

2)	 ให้หาความยาวของ	b	เมื�อ	A	=	45	ำ,	B	=	60	ำ	แล้ะ	a	=	7	หนั่วย

	 3)	 ให้หาขนัาดของมุม	B	เมื�อ	A	=	60	ำ,	a	=	3			2	หนั่วย	แล้ะ	b	=	2			3	หนั่วย

4)	 ให้หาขนัาดของมุม	C	เมื�อ	B	=	45	ำ,	b	=	2			2	หนั่วย	แล้ะ	c	=	2			3	หนั่วย

 2. ให้้ห้าค่าต่่อไปน้� โดยใชั้ก์ฎขีองโคไซน์

	 1)	 ให้หาความยาวของ	b	เมื�อ	B	=	60	ำ,	a	=	3	หนั่วย	แล้ะ	c	=	3			3	หนั่วย

	 2)	 ให้หาความยาวของ	a	เมื�อ	A	=	60	ำ,	b	=	20	หนั่วย	แล้ะ	c	=	30	หนั่วย

	 3)	 ให้หาขนัาดของมุม	A	เมื�อ	a	=	25	หนั่วย,	b	=	31	หนั่วย	แล้ะ	c	=	7			2	หนั่วย

	 4)	 ให้หาขนัาดของมุม	C	เมื�อ	a	=	15	หนั่วย,	b	=	7	หนั่วย	แล้ะ	c	=	13	หนั่วย

∧ ∧

∧ ∧

∧

∧

∧

∧

ระดับพื้นฐาน

แบบฝกทักษะ	1.12
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	วิทยายืนัอยู่บนัพัื�นัรีาบมองเห็นัรีะเบียงของอาคารีแห่งหนั่�งเป็็นัมุมเงย	 15	 องศูา	 แล้ะเมื�อ 

เดินัเข้าไป็หาอาคารีแห่งนัั�นั	 80	 เมต่รี	 เขามองเห็นัรีะเบียงเป็็นัมุมเงย	60	องศูา	ถ้้าวิทยาสัูง	

170	เซนัต่ิเมต่รี	แล้้วรีะเบียงของอาคารีสัูงเท่าใด

   = 100 (sin	15	ำ	cos	15	ำ  3
2

)
   = 100

  3  (2 sin 15	ำ cos 15	ำ)

   = 100
  3  (sin 2	(15	ำ))

   = 100
  3  (sin 30	ำ)

   = 100
  3  (12)

   ≈ 29

	 เนั่�องจุากเก่งสัูง	185	เซนัต่ิเมต่รี	เท่ากับ	1.85	เมต่รี

	 ดังนัั�นั	ยอดต่่กสัูงป็รีะมาณ	29	+	1.85	=	30.85	เมต่รี

เจุ้าห้น้าที่บนห้อคอยแห้่งห้น่�งมองเห้็นเร่อส่องลำาลอยอยู่ก์ลางทะเลเป็นมุมก์้ม 45 องศา และ 

75 องศา ต่ามลำาดับ ถ้้าห้อคอยสู่ง 15 เมต่ร แล้วเร่อทั�งส่องลำาอยู่ห้่างก์ันเท่าใด

วิธีทำา	 	กำาหนัด	BC	 เป็็นัความสัูงของหอคอย

	 	 	 	 CE	 เป็น็ัเสั้นัรีะดับสัายต่า

	 	 	 	 จุุด	A	 เป็็นัต่ำาแหนั่งของเรีือล้ำาแรีก

	 	 	 	 จุุด	D	 เป็็นัต่ำาแหนั่งของเรีือล้ำาที�สัอง

	 	 	จุาก	ACE	=	45	ำ	แล้ะ	DCE	=	75	ำ	จุะได้ว่า	DCA	=	30	ำ	

	 	 	แล้ะจุาก	AB	//	CE	จุะได้ว่า	BAC	=	45	ำ	แล้ะ	BDC	=	75	ำ	

	 	 	พัิจุารีณา	∆ DBC		 จุะได้ว่า	 sin	75	ำ	 = BC
CD 

	 	 	นัั�นัคือ	 	 CD	 =	 15 
sin	75	ำ

∧ ∧ ∧

∧ ∧

ลองทำาดู

ตัวอย่างที่	70

CE

BDA

75	ำ45	ำ

15	ม.
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 ในัรีะดับชัั�นัมัธ์ยมศู่กษาป็ีที�	3	นัักเรีียนัได้ศู่กษาการีใชั้อัต่รีาสั่วนัต่รีีโกณมิต่ิของมุม	30	องศูา	

45	องศูา	แล้ะ	60	องศูา	ในัการีแก้ป็ัญหาเกี�ยวกับรีะยะทางแล้ะความสัูง	ซ่�งในัหัวข้อนัี�	นัักเรีียนั

จุะได้นัำาความรีู้เกี�ยวกับฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิ	กฎของไซนั์	กฎของโคไซนั์	มุมก้ม	แล้ะมุมเงยมาชั่วย

ในัการีแก้ป็ัญหาเกี�ยวกับรีะยะทางแล้ะความสัูง	ดังต่ัวอย่างต่่อไป็นัี�

เก์่งย่นอยู่บนพ่�นราบมองเห้็นยอดต่่ก์แห้่งห้น่�งเป็นมุมเงย 15 องศา และเม่่อเดินเขี้าไปห้าต่่ก์อีก์ 

100 เมต่ร เขีามองเห้น็ยอดต่ก่์เปน็มมุเงย 75 องศา ถ้า้เก์ง่ส่งู 185 เซนต่เิมต่ร แลว้ต่ก่์มคีวามส่งู 

เท่าใด

วิธีทำา

	 กำาหนัด	 CD	 เป็็นัความสัูงจุากรีะดับสัายต่าถ้่งยอดต่่ก

	 	 จุุด	A	 เป็็นัจุุดที�เก่งยืนัมองยอดต่่กในัครีั�งแรีก

	 	 จุุด	B		เป็็นัจุุดที�เก่งยืนัมองยอดต่่กในัครีั�งหล้ัง

	 จุาก	CBD	=	75	ำ	จุะได้ว่า	ABD	=	105	ำ	

	 นัั�นัคือ	ADB	=	180	ำ	-	(15	ำ	+	105	ำ)	=	60	ำ

	 พัิจุารีณา	∆	ABD	โดยกฎของไซนั์	

	 จุะได้ว่า		 sin 15	ำ
BD  = sin	60	ำ

AB

 นัั�นัคือ BD = AB	sin	15	ำ
sin	60	ำ	

   = 100	sin	15	ำ
sin	60	ำ	

	 พัิจุารีณา	∆ BCD

	 จุะได้ว่า	 sin	75	ำ	 = CD
BD

	 นัั�นัคือ	 CD	 =	 BD	sin	75	ำ	

   = (100	sin	15	ำsin	60	ำ )	cos	15	ำ	

∧ ∧

∧

1.13	 การหาระยะทางและความสูง

ตัวอย่างที่	69

A
B C

D

100	ม.

75	ำ

15	ำ
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	 	จุากกฎของไซนั์	 sin	BAC
a

∧

 = sin	ABC
b

∧

    sin	BAC
10

∧

 = sin	60	ำ
10    3

	 	 	 	 sin	BAC = 10
10    3

×   3
2

     = 1
2

	 	จุะได้ว่า	BAC	=	30	ำ	แล้ะ	N1AC	=	30	ำ	+	30	ำ	=	60	ำ

	 ดังนัั�นั		สัุชัาต่ิอยู่ห่างจุากจุุดเรีิ�มต่้นัเป็็นัรีะยะทาง	10				3	กิโล้เมต่รี	ไป็ในัแนัวเฉ้ยง

ไป็ทางทิศูต่ะวันัออก	โดยทำามุม	60	องศูา	กับทิศูเหนั่อ

∧

∧ ∧

เอกขับรีถ้จุากจุุด	A	 ไป็ในัแนัวเฉ้ยงไป็ทางทิศูต่ะวันัต่ก	 โดยทำามุม	 70	องศูา	กับทิศูต่ะวันัต่ก

เป็็นัรีะยะทาง	40	กิโล้เมต่รี	ไป็ยังจุุด	B	จุากนัั�นัเขาขับรีถ้ต่่อไป็ในัแนัวเฉ้ยงไป็ทางทิศูต่ะวันัออก

โดยทำามุม	30	องศูา	กับทิศูต่ะวันัออกเป็็นัรีะยะทาง	20	กิโล้เมต่รี	ไป็ยังจุุด	C	ให้หาว่าเอกอยู่

ห่างจุากจุุดเรีิ�มต่้นัเป็็นัรีะยะทางเท่าใด	แล้ะอยู่ในัทิศูใดของจุุดเรีิ�มต่้นั

 1.   ลูก์เส่่อส่องคนย่นอยู่ในแนวทิศใต่้ขีองเส่าอาก์าศซ่่งสู่ง 95 เมต่ร ลูก์เส่่อทั�งส่องคนวัดมุมเงย

ขีองยอดเส่าได้ 30 และ 45 องศา ต่ามลำาดับ ลูก์เส่่อทั�งส่องคนนี�ย่นห้่างก์ันประมาณก์ี่เมต่ร

 2.  นัก์เรียนคนห้น่่งย่นอยู่บนส่นามแห้่งห้น่่ง มองเห้็นยอดเส่าธงเป็นมุมเงย 15 องศา แต่่เม่่อ

เดินเขี้าไปห้าเส่าธงอีก์ 60 เมต่ร เขีามองเห้็นยอดเส่าธงเป็นมุมเงย 60 องศา ถ้้าเขีาสู่ง 

160 เซนต่ิเมต่ร เส่าธงมีความสู่งเท่าใด

ระดับพื้นฐาน
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เจุา้หนัา้ที�บนัหอบงัคบัการีบนิัมองเหน็ัเครีื�องบนิัสัองล้ำาจุอดอยูบ่นัรีนััเวยเ์ป็น็ัมมุกม้	30	องศูา	แล้ะ	

70	องศูา	ต่ามล้ำาดับ	ถ้้าหอบังคับการีบินัสัูง	130	เมต่รี	แล้้วเครีื�องบินัทั�งสัองล้ำาอยู่ห่างกันัเท่าใด

สุ่ชัาต่ิขีับรถ้จุาก์จุุด A ไปในแนวเฉ้ยงไปทางทิศต่ะวันออก์ โดยทำามุม 

30 องศา ก์ับทิศเห้นือเป็นระยะทาง 20 ก์ิโลเมต่ร ไปยังจุุด B จุาก์นั�น

เขีาขีับรถ้ต่่อไปในแนวเฉ้ยงไปทางทิศต่ะวันออก์ โดยทำามุม 30 องศา 

ก์ับทิศใต่้เป็นระยะทาง 10 ก์ิโลเมต่ร ไปยังจุุด C ให้้ห้าว่าสุ่ชัาต่ิอยู่ห้่าง

จุาก์จุุดเริ�มต่้นเป็นระยะทางเท่าใด และอยู่ในทิศใดขีองจุุดเริ�มต่้น

วิธีทำา	 จุากรีูป็	AN1	ขนัานักับ	BS2	จุะได้ว่า	ABS2 = N1AB	=	30	ำ	

	 	นัั�นัคือ	ABC	=	30	ำ	+	30	ำ	=	60	ำ	

	 	จุากกฎของโคไซนั์	 b2 = a2 + c2	-	2ac	cos	B

     = 102 + 202	-	2(10)(20)	cos	60	ำ

	 	 	 	 	 =	 100	+	400	-	200

     = 300

	 	จุะได้ว่า	 b	 =	 10				3

∧ ∧

∧

           = 15
1 +   3
2   2

           ≈ 15.53

	 	 	 	พัิจุารีณา	∆ ADC	โดยกฎของไซนั์

	 	 	 	จุะได้ว่า	 	 	 	 sin	DCA 
AD

∧

 = sin	DAC 
CD

∧

	 	 	 	นัั�นัคือ		 	 	 	 AD ≈ (15.53) sin 30	ำ
sin 45	ำ	

 

           ≈ 
(15.53)	12

  2
2

           ≈	 10.98

	 	 	 	ดังนัั�นั	เรีือทั�งสัองล้ำาอยู่ห่างกันัป็รีะมาณ	10.98	เมต่รี

ลองทำาดู
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คณิตศาสตร์ศาสตร์ ในชีวิตจริง พระปรางควัดอรุณราชวรารามราชวรมหาวิหาร

	 สัธุ์เีดนิัทางไป็ชัมพัรีะป็รีางค์ที�วดัอรุีณ	ฯ	เมื�อไป็ถ่้งเขายนืัอยูริ่ีมฝังแม่นัำ�าเจุา้พัรีะยาซ่�งอยูต่่รีงขา้ม

กับพัรีะป็รีางค์วัดอรีุณฯ	ซ่�งมีความสัูง	81.85	เมต่รี	อยากทรีาบว่า

	 1.	 	สัุธ์ีอยู่ห่างจุากพัรีะป็รีางค์เป็็นัรีะยะทางเท่าใด	เมื�อเขามองไป็ยังยอดพัรีะป็รีางค์เป็็นัมุมเงย

เท่ากับ	75	ำ

	 2.	 	ถ้้าสัุธ์ีเดินัเข้าใกล้้พัรีะป็รีางค์ไป็อีก	5	เมต่รี	แล้้วมองไป็ยังยอดพัรีะป็รีางค์อีกครีั�ง	นัักเรีียนั

คิดว่าเขาจุะมองเห็นัยอดพัรีะป็รีางค์ด้วยมุมเงยมากกว่าหรีือนั้อยกว่าเดิม	ให้อธ์ิบายโดยใชั้

หล้ักการีของต่รีีโกณมิต่ิ

ส่ถ้านก์ารณ์

	 พัรีะป็รีางคว์ดัอรีณุรีาชัวรีารีามรีาชัวรีมหาวหิารี	หรีอืเรียีกสัั�นั	ๆ 	วา่	พัรีะป็รีางคว์ดัอรีณุฯ	เป็น็ัหนั่�ง

ในัสัถ้าป็ัต่ยกรีรีมที�สัวยงามที�สัุดแห่งหนั่�งของกรุีงรีัต่นัโกสัินัทร์ี	 แล้ะมีความสัูง	 81.85	 เมต่รี	 ซ่�งเป็็นั

พัรีะป็รีางค์ที�มีความสัูงที�สัุดในัโล้ก
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 3.  นัก์ส่ำารวจุคนห้น่�งย่นอยู่ทิศต่ะวันออก์เฉ้ยงใต่้ขีองภูเขีาลูก์ห้น่�ง มองเห้็นยอดเขีาเป็นมุมเงย 

60 องศา เม่่อเขีาเดินต่รงไปทางทิศต่ะวันต่ก์เฉ้ยงใต่้เป็นระยะทาง 400 เมต่ร จุะมองเห้็น

ยอดเขีาเป็นมุมเงย 45 องศา ภูเขีาลูก์น้�สู่งเท่าใด

 4.  รถ้ยนต์่ 3 คนั จุอดทีจุุ่ด A, B และ C บนพ่�นระดบั และอยูใ่นแนวเส้่นต่รงเดยีวก์นักั์บอนสุ่าวรย์ี

แห้่งห้น่�ง มุมยก์ขี่�นขีองยอดอนุส่าวรีย์ เม่่อส่ังเก์ต่จุาก์จุุด A, B และ C เป็น 30, 45 และ 

60 องศา ต่ามลำาดับ ถ้้า BC = 20 เมต่ร ให้้ห้าความสู่งขีองอนุส่าวรีย์และระยะทางระห้ว่าง

จุุด A ก์ับอนุส่าวรีย์

 5.  จุาก์จุุด A ที่อยู่ทางทิศใต่้ขีองเส่าไฟัฟัาและทำามุมเงย 60 องศา ก์ับยอดเส่า จุุด B อยู่ทาง

ทศิต่ะวนัออก์ขีองจุดุ A มองยอดเส่าไฟัฟัาเปน็มมุเงย 30 องศา ถ้า้ระยะห้า่งจุาก์จุดุ A และ B

เท่าก์ับ 60 เมต่ร เส่าไฟัฟัาสู่งก์ี่เมต่ร

 6.  ธรีะชััยอยูบ่นดาดฟัาขีองต่่ก์ส่งู 30 เมต่ร มองเห้น็บุต่รชัายขีองเขีาอยู่บนพ่�นดนิทางทิศใต้่ขีอง

ต่่ก์เป็นมุมก์้ม 30 องศา และเห้็นบุต่รส่าวขีองเขีาอยู่บนพ่�นดินทางทิศต่ะวันออก์ขีองต่่ก์เป็น

มุมก์้ม 60 องศา บุต่รชัายและบุต่รส่าวอยู่ห้่างก์ันก์ี่เมต่ร

ระดับกลาง

ระดับท้าทาย

ตรวจสอบตนเอง

ห้ลังจุาก์เรียนจุบห้น่วยแล้ว ให้้นัก์เรียนบอก์ส่ัญ่ลัก์ษณ์ที่ต่รงก์ับระดับความส่ามารถ้ขีองต่นเอง

ดี พอใชั้
ควร
ปรบัปรงุ

1.		สัามารีถ้หาจุุดป็ล้ายสั่วนัโค้งของวงกล้มหนั่�งหนั่วยที�วัดจุาก

จุุด	(1,	0)	เป็็นัรีะยะ ∙θ∙ หนั่วยได้

2.	สัามารีถ้หาค่าฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิของจุำานัวนัจุรีิงหรีือมุมได้

3.		สัามารีถ้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิโดยใชั้ต่ารีางค่าฟังก์ชัันั

ต่รีีโกณมิต่ิได้

4.	เข้าใจุแล้ะเขียนักรีาฟของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิได้

5.	แก้สัมการีต่รีีโกณมิต่ิแล้ะนัำาไป็ใชั้ในัการีแก้ป็ัญหาได้

6.	ใชั้กฎของโคไซนั์แล้ะกฎของไซนั์ในัการีแก้ป็ัญหาได้

114



•  การเปล่ียนหน่วยองศาเป็นเรเดียนและการเปลี่ยนหน่วยเรเดียนเป็นองศาทําได้ ดังน้ี

 1. มุมในหน่วยเรเดียน เทา่กับ มุมในหน่วยองศา × π
180

2. มุมในหน่วยองศา เทา่กับ มุมในหน่วยเรเดียน × 180
π

ฟงกชันตรีโกณมิติของมุม

•  ใชค่้าฟังก์ชนัที่กําหนดในแถวบน โดยอ่านจากบนลงล่าง
 1. ถ้า	0	ำ	≤ θ ≤	45	ำ	ใชค่้าฟังก์ชนัที่กําหนดในแถวบน โดยอ่านจากบนลงล่าง

2. ถ้า	45	ำ	≤ θ ≤	90	ำ	ใชค่้าฟังก์ชนัที่กําหนดในแถวล่าง โดยอ่านจากล่างข้ึนบน

การใชตารางคาฟงกชันตรีโกณมิติ

กราฟของฟงกชันตรีโกณมิติิ

•  ลักษณะของกราฟของฟังก์ชนัตรโีกณมิติแต่ละฟังก์ชนัเป็นดังน้ี

1. กราฟของ	y	=	sin	x
  กําหนด	f	:	RR ➞ RR,	f(x)	=	a	sin(nx) เมื่อ	n	> 0

  จะได้ว่า  เรนจ์ของฟังก์ชนั คือ	[-∙a∙, ∙a∙]

   คาบของฟังก์ชนั คือ 2π
n

   แอมพลิจูดของฟังก์ชนั คือ ∙a∙

2. กราฟของ	y	=	cos	x
  กําหนด	f	:	RR ➞ RR,	f(x)	=	a	cos(nx) เมื่อ	n	> 0

  จะได้ว่า  เรนจ์ของฟังก์ชนั คือ	[-∙a∙, ∙a∙]

   คาบของฟังก์ชนั คือ 2π
n

    แอมพลิจูดของฟังก์ชนั คือ ∙a∙

3. กราฟของ	y	=	tan	x
  โดเมนของฟังก์ชนั คือ { x ∙ x∊RR, x ≠	nπ + π2 ,	n∊ZZ }
  คาบของฟังก์ชนั คือ π

  ไม่มีแอมพลิจูด

4. กราฟของ	y	=	cosec	x
  โดเมนของฟังก์ชนั คือ	{	x ∙ x∊RR, x ≠	nπ,	n∊ZZ }

  เรนจ์ของฟังก์ชนั คือ	(-∞,	-1]	∪	[1,	∞)

  คาบของฟังก์ชนั คือ 2π

  ไม่มีแอมพลิจูด
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สรุป
แนวคิดหลักแนวคิดหลัก ฟงกชันตรีโกณมิติ

•  วงกลมที่เป็นกราฟของความสัมพันธ์ {(x, y)∊RR × RR ∙ x2 + y2 = 1} เรยีกว่า วงกลมหน่ึงหน่วย 
(unit	circle)

•  การวัดความยาวส่วนโค้งและพิกัดของจุดปลายส่วนโค้งบนวงกลมหน่ึงหน่วย เป็นดังน้ี

การวัดความยาวสวนโคงและพิกัดของจุดปลายสวนโคง

θ > 0

θ < 0

O

p(θ)

p(θ)

(1,	0)(-1,	0)

Y

(0,	-1)

(0,	1)

X

θ > 0  จะวัดส่วนโค้งจากจุด (1, 0) ไปในทศิทาง
ทวนเข็มนาฬิกาเป็นระยะ θ หน่วย

θ = 0 จุดปลายส่วนโค้ง คือ จุด (1, 0)
θ < 0  จะวัดส่วนโค้งจากจุด (1, 0) ไปในทศิทาง

ตามเข็มนาฬิกาเป็นระยะ ∙θ∙ หน่วย

ฟงกชันตรีโกณมิติอื่น ๆ

1.	 tan	θ  = sin	θ
cosθ

เมื่อ	cos	θ ≠ 0

	 2.	cot	θ  = cos	θ
sinθ

  เมื่อ	sin	θ ≠ 0

	 3.	sec	θ  = 1
cosθ

  เมื่อ	cos	θ ≠ 0

	 4.	cosec	θ  = 1
sinθ

  เมื่อ	sin	θ ≠ 0

•  ฟ�งก์ชนัไซน์และฟ�งก์ชนัโคไซน์
- ฟังก์ชนัโคไซน์ คือ	f	=	{(θ, x)∊RR × RR ∙ x	=	cos	θ}
- ฟังก์ชนัไซน์ คือ	g	=	{(θ, y)∊RR × RR ∙	y	=	sin	θ}

•  ค่าของฟ�งก์ชนัไซน์และฟ�งก์ชนัโคไซน์
ของจํานวนจรงิ
กําหนด θ เป็นจํานวนจรงิ จะได้ว่า

คาของฟงกชันไซนและฟงกชันโคไซน

1.	cos	(-θ)	=	cos	θ
	 2.	sin	(-θ)		=	-sin	θ

sin	(π -α)	=	sin	α
cos	(π -α) = -cos α

sin (π + α) = -sin α
cos (π + α) = -cos α

sin	(2nπ + α)	=	sin α
cos	(2nπ + α)	=	cos	α

sin (2π -α) = -sin	α
cos (2π -α)	=	cos	α

X

Y

O

•  กําหนด θ เป็นจํานวนจรงิ จะได้ว่า

ทกุฟังก์ชนัมีค่าเป็น
จํานวนจรงิบวก

sin	θ และ	cosec	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

cos	θ และ	sec	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

tan	θ และ	cot	θ มีค่า
เป็นจํานวนจรงิบวก

Q1Q2

Q4Q3

Y

xO
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•  กําหนด α และ β เป็นจํานวนจรงิหรอืมุม จะได้ว่า

 1. 2	sin	α	cos	β	 =	sin	(α + β)	+	sin	(α - β) 2. 2	cos	α	sin	β = sin	(α + β) -	sin	(α - β)

	 3.	2	cos	α	cos	β	=	cos	(α + β)	+	cos	(α - β)	 4.	2	sin	α	sin	β	 =	cos	(α - β)	-	cos	(α + β)

	 5.	sin	α	+	sin	β	 =	2	sin	(α + β
2 )	cos	(α - β

2 ) 6.	sin	α	-	sin	β	 =	2	cos	(α + β
2 )	sin	(α - β

2 )
	 7.	cos	α	+	cos	β =	2	cos	(α + β

2 )	cos	(α - β
2 ) 8.	cos	α	-	cos	β	=	-2	sin	(α + β

2 )	sin	(α - β
2 )

ความสัมพันธระหวางผลบวก ผลตาง และผลคูณของฟงกชันตรีโกณมิติ

• y	=	arcsin	x โดยที	่sin	y	=	x  เมื่อ - π2 ≤ y ≤ π
2

•	y	=	arccos	x โดยที	่cos	y	=	x เมื่อ 0 ≤ y ≤ π

•	y	=	arctan	x โดยที	่tan	y	=	x  เมื่อ - π2 < y < π
2

ตัวผกผันของฟงกชันตรีโกณมิติ

• สมการที่มีฟังก์ชนัตรโีกณมิติปรากฏอยู่เรยีกว่า สมการตรโีกณมิติ
• กําหนด θ เป็นจํานวนจรงิหรอืมุม

เรยีก สมการตรโีกณมิติที่เป็นจรงิสําหรบัทกุ θ ว่า เอกลกัษณ์ตรโีกณมิติ
เชน่	 sin2 θ	+	cos2 θ = 1

	 	 1	+	tan2 θ	=	sec2 θ

  1	+	cot2 θ	=	cosec2 θ

เอกลักษณและสมการตรีโกณมิติ

กฎของไซนและโคไซน

• กฎของไซน์
ในรูปสามเหลี่ยม ABC ถ้า a, b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม a, b และ c ตามลําดับ 

 จะได้ว่า

sin	A
a

 = sin	B
b

 = sin	C
c

• กฎของโคไซน์
  ในรูปสามเหลี่ยม ABC ถ้า a, b และ c เป็นความยาวของด้านตรงข้ามมุม a, b และ c ตามลําดับ

จะได้ว่า

     a2 = b2 + c2	-	2bc	cos	A
   b2 = a2 + c2	-	2ac	cos	B
   c2 = a2 + b2	-	2ab	cos	C	
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5. กราฟของ y = sec x
  โดเมนของฟังก์ชนั คือ { x ∙ x∊RR, x ≠	nπ + π

2 ,	n∊ZZ }
 เรนจ์ของฟังก์ชนั คือ	(-∞,	-1]	∪	[1,	∞)

 คาบของฟังก์ชนั คือ 2π

 ไม่มีแอมพลิจูด

6. กราฟของ y = cot x
  โดเมนของฟังก์ชนั คือ	{	x ∙ x∊RR, x ≠	nπ,	n∊ZZ }

  คาบของฟังก์ชนั คือ π

 ไม่มีแอมพลิจูด

ฟงกชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลตางของจํานวนจริงหรือมุม

•  กําหนด α และ β เป็นจํานวนจรงิหรอืมุม จะได้ว่า

1. sin	(α + β)	 =	sin	α	cos	β	+	cos	α	sin	β

2. sin (α - β) = sinα cos β - cosα sin β

3.	cos	(α + β)	=	cos	α	cos	β	-	sin	α	sin	β

4.	cos	(α - β)	=	cos	α	cos	β	+	sin	α	sin	β

5.	 tan	(α + β) = tan	α	+	tan	β
1	-	tan	α	tan	β เมื่อ	1	-	tan	α tan	β ≠ 1

6.	 tan	(α - β) = tan	α	-	tan	β
1	+	tan	α	tan	β เมื่อ	1	+	tan	α tan	β ≠ -1

ฟงกชันตรีโกณมิติของสองเทา สามเทา และครึ่งเทาของจํานวนจริงหรือมุม

•  กําหนด α และ β เป็นจํานวนจรงิหรอืมุม จะได้ว่า

	 1.	sin	2α	 =	2	sin	α	cos	α	 2.	cos	2α	=	2	cos2 α	-	1	=	1	-	2	sin2 α

	 3.	 tan	2α = 2	tan	α
1	-	tan2 α

เมื่อ	tan2 α ≠	1	 4.	sin	3α	 =	3	sin	α	-	4	sin3 α

	 5.	cos	3α	=	4	cos3 α	-	3	cos	α 6.	tan	3α = 3	tan	α	-	tan
3 α

1	-	3	tan2 α
เมื่อ	3	tan2 α ≠ 1

	 7.	sin	α
2
  = ±   1	-	cos	α2 	 8.	cos	α

2
 = ±    1	+	cos	α2

	 9.	 tan	α
2
  = ±   1	-	cos	α1	+	cos	α

O X

Y

π-π

Y

1

-1
O X

-  π2
π
2

π-π
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 8. ให้หาค่าของ	tan	81	ำ	-	tan	63	ำ	-	tan	27	ำ	+	tan	9	ำ	

 9. กำาหนัด	sin	A	-	2	sin	B	=	0	แล้ะ	3	cos	2A	-	2	cos	2B	=	-3	เมื�อ	A,	B∊[0, π2]
  	ให้หาค่าของ 5	sin	(A	-	B)

 10.  กำาหนัด	cos	A	=	1 -   54
  ให้หาค่าของ sin	(A	+	B)	+	sin	(2A	-	B)	-	sin	(A	-	B)	-	sin	(2A	+	B)

 11. กำาหนัด	arctan	3x	-	arctan	x = π6	ให้หาค่าของ	sin	(arctan	3x	+	arctan	x)

 12. แก้สัมการี	2	cos2 θ	+	1	=	-cos	θ + 2   2	cos2 θ	+	cos	θ	เมื�อ	0	≤ θ ≤ 2π

 13. แก้สัมการี	cos4 θ	-	sin4 θ	=	1	เมื�อ	0	≤ θ ≤ 2π

 14.  กำาหนัดรีูป็สัามเหล้ี�ยม	ABC	เป็็นัรีูป็สัามเหล้ี�ยมที�มีความยาวด้านัต่รีงข้ามมุม	A,	B	แล้ะ	C 

เป็็นั	a,	b	แล้ะ	c	ต่ามล้ำาดับ	โดยมี	(a	+	b	+	c)(a	-	b	-	c)	=	-3bc	แล้ะ	2a2 = 3b2	ให้หา 

ค่าของ	sin2(3A	+	2B)	+	1

 15.  จุากจุุด	 A	 ซ่�งอยู่ทางทิศูใต่้ของต่่ก	 หากมองข่�นัไป็จุะเห็นัยอดต่่กเป็็นัมุมเงย	 60	 องศูา	 

แต่่ถ้้ามองจุากจุุด	 B	 ซ่�งอยู่ทางทิศูต่ะวันัต่กของจุุด	 A	 อีก	 10	 เมต่รี	 จุะเห็นัยอดต่่กเป็็นั 

มุมเงย	45	องศูา	ให้หาความสัูงของต่่ก

 16. 	กล้า้ยนืัอยูบ่นัพัื�นัรีาบมองเหน็ัยอดเสัาแหง่หนั่�ง	เป็น็ัมมุเงย	45	องศูา	แล้ะเมื�อเดนิัเขา้ไป็หา 

ยอดเสัาต่ามเนัินัเอียงที�ทำามุม	15	องศูา	กับแนัวรีาบเป็็นัรีะยะทาง	400	เมต่รี	เขาได้มอง

ไป็ที�ยอดเสัาอีกครีั�งป็รีากฏว่า	 เขามองเห็นัยอดเสัาเป็็นัมุมเงย	 75	 องศูา	 อยากทรีาบว่า 

ยอดเสัาสัูงเท่าใด

 17.  ชัายคนัหนั่�งอยู่บนัหนั้าผาที�ต่ิดกับทะเล้	 เขามองเห็นัเรีือสัองล้ำาเป็็นัมุมก้ม	 35	องศูา	แล้ะ 

80	องศูา	ต่ามล้ำาดับ	ถ้้าเรีือสัองล้ำาอยู่ห่างกันั	120	เมต่รี	แล้ะชัายคนันั้�สัูง	185	เซนัต่ิเมต่รี	

อยากทรีาบว่าหนั้าผาสัูงจุากรีะดับนัำ�าทะเล้เท่าใด

ฟัังก์์ชัันตรีีโก์ณมิิติ 121

 1. ให้หาค่าของฟังก์ชัันัต่รีีโกณมิต่ิต่่อไป็นั้�

	 1)	 tan2	80	ำ	-	cos2	35	ำ	-	cosec2	57	ำ	-	sec2	80	ำ	-	sin2	35	ำ	+	cot2	57	ำ	

 2) 3	tan
2 θ + 3

sec2 θ
	+	sin2 θ	cot2 θ	-	cot2 θ	+	cosec2 θ	+	sin2 θ

 3) [cos	(π2 - θ)	-	cos	θ]
2
 + [sin	(π2 - θ)	+	sin	θ]

2

	 4)	 sin	390	ำ	-	cos	(-150	ำ)	+	tan	(-315	ำ)

 5) sin
2	(-325	ำ)	+	cos2	(-145	ำ)

1	-	sin2	240	ำ
 + cot2	(-225	ำ)

1	-	cosec2	405	ำ

	 6)	
sin	5π3 	+	cos	7π3 	+	tan (- 5π3 )
sin	11π6 	+	cos	2π3 	+	tan	7π4

	 7)	 sin	(4π - θ)	tan	(3π - θ)	cot	(5π - θ)
	cot	(2π + θ)	tan	(θ - π)

 2. กำาหนัด	f(θ)	=	sin (θ + π4 )	ให้หาค่าของ	f(-5π)	+	f(0)	f(π)

 3. กำาหนัด	3	sin2 θ	+	7	cos	θ	-	5	=	0	เมื�อ	0	≤ θ ≤ π
2	ให้หาค่าของ	sin(-θ)	+	tan(-θ)

 4. แก้สัมการี	sin2 2x	+	6	cos	2x	-	6	=	0

 5. กำาหนัด	sin (A	-	B)	=	25,	cos (A	+	B)	=	
1
5	แล้ะ	cos	A	=	

3
5	เมื�อ	A,	B∊[0, π2]

	 ให้หาค่าของ	sin B

 6. ให้หาค่าของ

	 1)	 sin2 θ	+	sin2(60	ำ	+	θ)	+	sin2(60	ำ	-	θ)

	 2)	 cos2 θ	+	cos2(60	ำ	+	θ)	+	cos2(60	ำ	-	θ)

 7. ให้หาค่าของ

 1) sin	80	ำ	+	cos	50	ำ	
sin	70	ำ

 2) tan	182 ำ	-	tan	47	ำ
1	+	tan	182	ำ	tan	47	ำ

 3) sin	3θ
sin	θ

 - cos	3θ
cos	θ

คําชี้แจง : ให้้นัก์เรียนต่อบคำาถ้ามต่่อไปน้�

ประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ีประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ี 11
แบบฝกทักษะ
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