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ค่วรัรัÙ้ก่อนเรัÕยนค่วรัรัÙ้ก่อนเรัÕยน 
 ก�รืแยกต่ัวปรืะกอบขีองพหุ้น�มื่

	 	 	 ส่ตรพิ่�นฐานในการแยกตัวป็ระกอบ

	 	 	 ส่ตรผล่ต่างของกำาล่ังสอง		:		 a2 - b2	=	 (a	-	b)(a	+	b)

	 	 	 ส่ตรกำาล่ังสองสมื่บ่รณ์		 :		(a	+	b)2	=	a2	+	2ab	+	b2

     (a	-	b)2	=	a2	-	2ab	+	b2

  	 ส่ตรผล่ต่างของกำาล่ังสามื่	:		 a3 - b3	=	 (a	-	b)(a2	+	ab	+	b2)

	 	 	 ส่ตรกำาล่ังสามื่สมื่บ่รณ์	 :		(a	+	b)3	=	a3	+	3a2b	+	3ab2	+	b3

     (a	-	b)3	=	a3	-	3a2b	+	3ab2 - b3

   ส่ตรผล่บวกของกำาล่ังสามื่	:		a3	+	b3	=	 (a	+	b)(a2	-	ab	+	b2)

 คู่��ขีองฟงก์ชิันไซ้น์และฟงก์ชิันโคู่ไซ้น์

	 	 	 	 		 จากร่ป็วงกล่มื่หุนึ�งหุน่วยแล่ะคำวามื่สัมื่พิันธ์์	

x = cos θ	แล่ะ	y	=	sin	θ	จะเหุ็นว่า	ถ้าจุด้ป็ล่าย
ส่วนโคำ้งที่ี�ยาว	∙θ∙	มื่ีพิิกัด้	(x,	y)	แล่้วพิิกัด้	(x,	y)
จะเขียนแที่นด้้วย	(cos	θ,	sin	θ)

 ต่ัวผกผันขีองฟงก์ชิันต่รืีโกณมื่ิต่ิ

1)	 y	=	arcsin	x		 โด้ยที่ี�	 x	=	sin	y		เมื่่�อ	-	π2 ≤	y	≤ π
2

2)	 y	=	arccos	x	 โด้ยที่ี�	 x	=	cos	y		เมื่่�อ	0	≤	y	≤ π

	 3)	 y	=	arctan	x		โด้ยที่ี�	 x	=	tan	y		เมื่่�อ	-	π2 <	y	< π
2

 ขีน�ดัขีองเวกเต่อรื์ในรืะบบพิกัดัฉ�กสัองมื่ิต่ิ

	 	กำาหุนด้	u	เป็็นเวกเตอร์ที่ี�มื่ีจุด้	(x1,	y1)	เป็็นจุด้เริ�มื่ต้น	แล่ะจุด้	(x2,	y2)	เป็็นจุด้สิ�นสุด้

	 ใหุ้	x2 - x1	=	a	แล่ะ	y2	-	y1	=	b	จะได้้ว่า	∙u∙ = a2	+	b2

แบบทดสอบ
พิื�นฐานกัอนเรียน
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1 จํานวนเชิงซอน

ผลการเรียนรู้

•	 	เข้าใจจำานวนเช่ิงซ้้อนแล่ะใช่้สมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อน
ในการแก้ป็ัญหุา

•	 หุารากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนนับที่ี�มื่ากกว่า	1
•	 แก้สมื่การพิหุุนามื่ตัวแป็รเด้ียวด้ีกรีไมื่่เกินสี�ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�
	 เป็็นจำานวนเต็มื่	แล่ะนำาไป็ใช่้ในการแก้ป็ัญหุา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

•	 จำานวนเช่ิงซ้้อน	แล่ะสมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อน
•	 จำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�ว
•	 รากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนนับ
	 ที่ี�มื่ากกว่า	1
•	 สมื่การพิหุุนามื่ตัวแป็รเด้ียว

นักเรยีนจะนําความรู้
เกี�ยวกับจํานวนเชงิซอ้นมาหาค่า
ของกําลังไฟฟ�าได้อย่างไร

Ë¹‹ÇÂ¡ÒÃàÃÕÂ¹ÃÙŒ·Õè

“พลังงานไฟฟาที่เปลี่ยนไปในหนึ่งหนวยเวลา เรียกวา กําลังไฟฟา 
ซึ่งหาไดจากสูตร P = IV เมื่อ P แทนกําลังไฟฟา I แทนกระแส
ไฟฟาทีไ่หลผานเครือ่งใชไฟฟา และ V แทนความตางศกัยทีต่อกับ
เครื่องใชไฟฟา แตในกรณีที่กระแสไฟฟาและความตางศักยมีคา
เปนจํานวนเชิงซอน กําลังไฟฟาจะหาไดจากสูตร P = Re(IV)”

คำาถามประจำา
หน่วยการเรียนรู้

ทั่่�คริอบคล้มุผู้ล้กัาริเริย่์นื้ร้ิ�
ในื้หน่ื้วย์กัาริเริย่์นื้ร้ิ�
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คณิตศาสตร ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 น�้ 

คณะผูเรียบเรียงไดจัดแบงออกเปน 

2 เลม ดังน�้

องค์ประกอบต่าง ๆ  ในแต่ละหน่วย

ผลการเรียนรู้ สาระการเรียนรู้
เพิ่มเติม

QR Code แบบทดสอบ
พื้นฐานก่อนเรียนทั่่�สอดคล้�องกั่บเน้ื้�อหา

ในื้หน่ื้วย์กัาริเริย่์นื้ร้ิ� ข้อบข่้าย์เน้ื้�อหา
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แบบฝึึกัห่ดเพ้ื่�อทั่บทั่วนื้
หริอ้ต่ริวจสอบความร้ิ�พ้ื่�นื้ฐานื้
กั่อนื้เริย่์นื้

ให้ห�สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�ของพจำน่์ที่่�เป็น่ค่�คงต้ัว	จำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	((x2 + 3x))
9

แน่วคิด้	จำากส้ตร	 Tr + 1 = Cn,	ra
n - r	br

	 	 จำะได้	 Tr + 1 = C9,	r(x
2)9 - r(3x)

r

	 	 	 	 =	 3rC9,	r(x
18 - 2r)(x-r)

	 	 	 	 =	 3rC9,	rx
18 - 3r

  เน่�องจำากให้หาสัมืประสิทธิ�ของพจำน์ค่าคงตัวไมื่มืีตัวแปร	x
	 	 จำะได้	 18	-	3r	 =	 0

	 	 	 r	 =	 6

	 	 ดังนั้น	 T6 + 1	 =	 36C9,	6x
18 - 3(6)

    =	 36( 9!
3!	6!)

        =	 36(3	× 4 ×	7)

	 	 	 	 =	 61,236

ในกรณีทั่วไป	เมืื่อ	n,	r	เป็นจำ�านวนเต็มืบวกใด	ๆ 	และ	0	≤ r ≤ n	จำะได้ว่า

Cn,	r	+	1 = Cn,	r	-	1 +	Cn,	r

Blaise Pascal (ค.ศ. 1623-1662) นักคณิตศาสตรช์าวฝรั�งเศส เป�นคนแรกที�ค้นพบ
แบบรูปทั�งหมดของรูปสามเหลี�ยมปาสกาล (pascal’s triangle) ซึ�งถูกใชศึ้กษาเรื�อง 
จํานวนเชงิวิธจีัดหมู่ (combination numbers) จํานวนทวินาม (binomial numbers) 
จํานวนเชงิรูปภาพ (figurate number) รวมไปถึงสัมประสิทธิ�ทวินาม (binomial
coefficients) ด้วย

เกรู้็ดน่่ารู้้� Blaise Pascal

แนวข้อสอบ A-LevelA-Level

128

เกร็ดน่ารู้
เสริมิความร้ิ�ทั่่�วไป
ทั่่�สอดคล้�องก่ับเน้ื้�อหา

ใหุ้หุาสมื่การพิหุุนามื่	p(x)	ด้ีกรีน้อยที่ี�สุด้ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็็นจำานวนเต็มื่	 
แล่ะมื่ี	2	+		 3	i,	2	-		 3	i,	4	แล่ะ	2	เป็็นคำำาตอบของสมื่การ	p(x)

กำ�ห้นดั 1 -   3 i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 + ax3 + 2x2 + bx - 8 = 0 
เมื่ื�อ a และ b เป็นจำำ�นวนเต่็มื่ ให้้ห้�คู่�� a, b และเซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

วิธีีทำำ� เน่�องจากสมื่การที่ี�กำาหุนด้เป็็นสมื่การพิหุุนามื่ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็็นจำานวนจริง

  เมื่่�อ	1	-		 3	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ

	 จะได้้ว่า		(1	-		 3	i)4	+	a(1	-		 3	i)3	+	2(1	-		 3	i)2	+	b(1	-		 3	i)	-	8	=	0

	 	 -8	+	8		 3	i	-	8a	-	4	-	4		 3	i	+	b	-		 3bi	-	8	=	0

	 	 (-8a	+	b	-	20)	+	(4		 3 -   3b)i	=	0	+	0i

	 	 -8a	+	b	-	20	=	0		......➀
  4   3 -   3b	=	0		......➁

	 จากสมื่การ	➁	จะได้้	b	=	4

	 แที่น	b	=	4	ในสมื่การ	➀	จะได้้	a	=	-2

	 จะได้้สมื่การ	คำ่อ	x4 - 2x3	+	2x2	+	4x	-	8	=	0

	 นั�นคำ่อ	 1	-		 3	i	 1	 -2	 2	 4	 -8

	 	 	 	 	 1	-		 3	i	 -4	 -2	+	2		 3	i	 8

	 	 	 1	+		 3	i	 1	 -1	-		 3	i	 -2	 2	+	2		 3	i	 0

	 	 	 	 	 	1	+		 3	i	 0	 -2	-	2		 3	i

	 	 	 	 1	 0	 -2	 0	

	 จะได้้ว่า	 	 x4 - 2x3	+	2x2	+	4x	-	8	 =	 0
	 	 	 [x	-	(1	-		 3	i)][x	-	(1	+		 3	i)](x2	-	2)	 =	 0

  (x	-	1	+		 3	i)(x	-	1	-		 3	i)(x -   2)(x	+		 2)	=	 0
	 นั�นคำ่อ	x	=	1	-		 3	i	หุร่อ	x	=	1	+		 3	i	หุร่อ	x =   2	หุร่อ	x = -   2
	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-		 2,   2,	1	-		 3	i,	1	+		 3	i	}

ตัวอย่�งที่	 38

ลองทำ�ดู

แนะแนวคิด

หาค่่า a, b โดยใช้้สำมบัติ ิ
การัเทุ่ากันของจำำนวนเช้ิงซ้้อน

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 57

แนะแนวคิด
เทั่คนิื้คต่่าง ๆ  ทั่่�ชี้่�แนื้ะวิธีก่ัาริ
แกั�โจทั่ย์์ทั่างคณิิต่ศาสต่ริ์

คณิตศาสตร์ศาสตร์ ในชีวิตจริง สลากออมทรัพย

	 สลูากออมทรัพย่์เป็็นการออมเงินในรูป็แบบหน้�งท่�ได้รับดอกเบ่�ย่เงินฝากต๋ามอัต๋ราท่�กำาหนด

แลูะย่ังสามารถลู่้นรางว่ัลูพิเศษในแต่๋ลูะงว่ดได้อ่กด้ว่ย่	 การขึ้าย่สลูากจะเปิ็ดขึ้าย่ออกเป็็นหน่ว่ย่

ซ้�งราคืาต๋่อหน่ว่ย่ขึ้้�นอยู่่กับสถาบันทางการเงินนั�นเป็็นผู้กำาหนด	แลูะแต๋่ลูะหน่ว่ย่จะม่หมาย่เลูขึ้กำากับ

ท่�ไม่ซำ�ากันเพื�อใช่้ลู่้นรางว่ัลูพิเศษในแต๋่ลูะงว่ด

สุ่ถ้านการณ์์

	 หากนกัเร่ย่นต้๋องการซื�อสลูากออมทรพัย์่ราคืาหน่ว่ย่ลูะ	100	บาท	โดย่ต๋องการได้รบัรางว่ลัูพเิศษ

ท่�ม่เลูขึ้ท้าย่สองตั๋ว่ขึ้องหมาย่เลูขึ้สลูากต๋รงกับท่�สถาบันทางการเงินกำาหนดท่กงว่ด	 ซ้�งแต๋่ลูะงว่ด

จะม่การออกรางว่ัลูเลูขึ้ท้าย่สองต๋ัว่หน้�งคืรั�ง	 นักเร่ย่นต๋้องซื�อสลูากออมทรัพย่์พร้อมกันอย่่างน้อย่

ก่�บาท

	 ต๋ัว่อย่่างการออกรางว่ัลูสลูากออมทรัพย่์ขึ้องสถาบันทางการเงินแห่งหน้�ง	ดังน่�

	 สลูากออมทรัพย่์แต๋่ลูะหน่ว่ย่ม่หมาย่เลูขึ้สลูาก	6	หลูัก	ถ้าหากซื�อสลูากออมทรัพย่์หลูาย่หน่ว่ย่

พร้อมกัน	จะได้หมาย่เลูขึ้สลูากท่�เร่ย่งต๋่อกัน	 เช่่น	ถ้าซื�อสลูากออมทรัพย่์จำานว่น	10	หน่ว่ย่	 โดย่ท่�

หน่ว่ย่แรกม่หมาย่เลูขึ้สลูาก	คืือ	 123456	หน่ว่ย่ท่�เหลูือจะเป็็นหมาย่เลูขึ้สลูาก	123457,	 123458,	

123459,	 …,	 123465	 ซ้�งรางว่ัลูพิเศษจะม่หลูาย่รางว่ัลู	 ต๋ั�งแต๋่รางว่ัลูท่�หมาย่เลูขึ้สลูากต๋รงกับ

ท่�สถาบันทางการเงินกำาหนดทั�ง	6	ต๋ัว่	ไป็จนถ้งรางว่ัลูท่�ม่เลูขึ้ท้าย่สองต๋ัว่ขึ้องหมาย่เลูขึ้สลูากต๋รงกับ

ท่�สถาบันทางการเงินกำาหนด

สลูากออมทรัพย่์

       
	 	 	 	 	 					(นาย่กรว่ิทย่์		มากว่ัฒนา)
		 	 	 	 		 							ป็ระธ์านสถาบันการเงิน

สลูากออมทรัพย่์	งว่ดท่�	100
หมาย่เลูขึ้สลูากออมทรัพย่์	123456	ถ้ง	123465

จำานว่น	10	หน่ว่ย่	หน่ว่ย่ลูะ	100	บาท	เป็็นเงิน	1,000	บาท

นามผู้ฝาก	นางสาว่ศิรินภูา	ส่ขึ้มากมาย่

ว่ันท่�รับฝาก	20/10/61	

ว่ันเริ�มม่สิทธ์ิถูกรางว่ัลู	15/11/61

ว่ันสิ�นส่ดการถูกรางว่ัลู	15/11/66	 	(ลูาย่เซ็นผู้ถือสลูาก)
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คณิตศาสตร์ ในชีวิตจริง
ทั่่�เชี้้�อมโย์งความร้ิ�คณิิต่ศาสต่ริ์
ไปใชี้�ในื้ชี้ว่ิต่จริงิ

กิจกรรมการเรียนรู้เชิงรุก

ให้้นักเรีย่นจับคู� แล้วปฏิบัตัิกิจกรรมตั�อไปน้�

ctivective     earningearningAA LL(( ((

Aksorn	Cafe	ม่เมนูเคืรื�องดื�มแลูะเบเกอร่	ดังน้�′

Bakery
อเมริกาโน  40  บาท
ลัตเต 45  บาท
เอสเปรสโซ 45  บาท
คัปปุชชีโน 45  บาท
ชาไทย 45  บาท
มัตจะลัตเต 45  บาท
โคโคนัตคอฟฟ 50  บาท
กาแฟสม 50  บาท

พายขาวโพด 39  บาทพายขาวโพด 39  บาท
กาแฟโรล 49  บาทกาแฟโรล 49  บาท
เคกช็อกโกแลต 49  บาทเคกช็อกโกแลต 49  บาท
แซนดวิชไสไขดาว 49  บาทแซนดวิชไสไขดาว 49  บาท
แซนดวิชไสไกสไปซี 59  บาทแซนดวิชไสไกสไปซี 59  บาท
แซนดวิชไสแฮม 69  บาทแซนดวิชไสแฮม 69  บาท

เครื่องดื่มเย็น
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	1.	 กร้ะจำ�ยพหุน่�มแต้่ลัะข้อต้่อไปน่่�	โด้ยใช้ที่ฤษฎี่บที่ที่วิน่�ม

	 1)	 (2	-	x)7 2) (3x	-	y)4 3)	 (4x	+	1y)
5

4) (3	+	2x)
4

	2.	 	ให้ห�สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�ของ	x3y5	จำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	(3x	-	y)8

	3.	 ให้ห�สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�ของ	x4y3	จำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	(x	-	2y)7

	4.	 ให้ห�สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�ของพจำน่์กลั�งจำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	((3x2	-	1x))
8

	5.	 	ใช้ที่ฤษฎี่บที่ที่วิน่�มห�ค่�ของเลัขยกกำ�ลัังต้่อไปน่้�

  1)		(3.1)3   2) (0.95)4

ระดับพื้นฐาน

ระดับกลาง

แบบฝกทักษะ	 2.4

	6.	 		ให้ห�พจำน่์ที่่�ไม่ม่	x	จำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	((3x	-	2x))
10

	7.	 ให้ห�พจำน่์กลั�งจำ�กก�ร้กร้ะจำ�ย	(x2 + x	-	2)3

	8.	 ให้ห�ค่�ของ	(1.2)4	+	(0.8)4

ตรวจสอบตนเอง

หลัังจำ�กเร้่ยน่จำบหน่่วยแลั้ว	ให้น่ักเร้่ยน่บอกสิัญลัักษณ์ที่่�ต้ร้งกับร้ะด้ับคว�มสิ�ม�ร้ถุของต้น่เอง

ด้่ พอใช้
ควร้
ปร้บัปร้งุ

1. เข้าใจำและสามืารถใช้หลักการบวกและการค้ณในการแก้ปัญหาได้

2.	เขา้ใจำและสามืารถใชก้ารเรยีงสบัเปลีย่นเชิงเส้นในการแกป้ญัหาได้

3.	เข้าใจำและสามืารถใช้การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลมื

	 ในการแก้ปัญหาได้

4.	 เข้าใจำและสามืารถใช้การจำดัหมื้ใ่นการแก้ปัญหาได้

5. เข้าใจำและประยุกต์ใช้ทฤษฎีีบททวินามืในการแก้ปัญหาได้
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แนวข้อสอบ A-Level
แนื้วข้�อสอบเพ้ื่�อเข้�าศึกัษาต่่อ
ในื้ริะด่บอุดมศึกัษา

ตรวจสอบตนเอง
แบบปริะเมินื้เพ้ื่�อให�ผู้้�เริย่์นื้ 

สามาริถต่ริวจสอบความร้ิ� 
ความเข้�าใจข้องต่นื้เอง

ความนาจะเปน
สรุป
แนวคิดหลักแนวคิดหลัก

•  การทดลองสุ่ม คือ การทดลองหรอืการกระทําใด ๆ ที�ทราบวา่ผลลัพธจ์ะเป�นอะไรไดบ้า้ง แตไ่มส่ามารถ

บอกได้อย่างถูกต้องแน่นอนว่าในแต่ละครั�งที�ทดลอง ผลที�เกิดขึ�นจะเป�นอะไรในผลลัพธเ์หล่านั�น

•  ปรภิูมิตัวอย่าง (S) คือ เซตของผลลัพธท์ี�อาจเป�นไปได้ทั�งหมดของการทดลองสุ่ม

•  เหตุการณ์ (E) คือ สับเซตของปรภิูมิตัวอย่าง

การทดลองสุมและเหตุการณ

กําหนดปรภิูมิตัวอย่าง S เป�นเซตจํากัด ซึ�งประกอบด้วยสมาชกิที�มีโอกาสเกิดขึ�นเทา่ ๆ กัน

ถ้า E เป�นเหตุการณ์ซึ�ง	E	⊂	S	ความน่าจะเป�นของเหตุการณ์ E เขียนแทนด้วย P(E) ซึ�ง

P(E) = n(E)n(S)

เมื�อ n(E) แทนจํานวนสมาชกิของเหตุการณ์	E

  n(S) แทนจํานวนสมาชกิในปรภิูมิตัวอย่าง	S

•  สมบตัขิองความน่าจะเป�นของเหตุการณ์

	 1. ความน่าจะเป�นของเหตุการณ์ใด ๆ มีค่าตั�งแต่	0	ถึง	1	เสมอ นั�นคือ	0 ≤ P(E) ≤ 1

  โดย P(E)	=	0	หมายถึง เหตุการณ์ E ไม่มีโอกาสเกิดขึ�นเลย

   P(E)	=	1	หมายถึง เหตุการณ์ E เกิดขึ�นอย่างแน่นอน

2. ความน่าจะเป�นของปรภิูมิตัวอย่าง S มีค่าเทา่กับ	1	นั�นคือ	P(S)	=	1

3. ความน่าจะเป�นของเซตว่างมีค่าเทา่กับ	0	นั�นคือ	P(∅)	=	0

ความนาจะเปนของเหตุการณ

กําหนด	S	แทนปรภิูมิตัวอย่าง ซึ�งเป�นเซตจํากัด และ A, B เป�นเหตุการณ์

1.	 P(A ∪ B)	=	P(A)	+	P(B) -	P(A ∩ B)

2.	 ถ้า	A	∩ B = ∅ แล้ว	P(A ∪ B)	=	P(A)	+	P(B)

3.	 P(A′)	=	1	-	P(A)

4.	 P(A - B)	=	P(A) -	P(A ∩ B)

5.	 P(A ∪ B ∪	C)	=	P(A)	+	P(B)	+	P(C) -	P(A ∩ B) -	P(A ∩	C) -	P(B ∩	C)	+	P(A ∩ B ∩	C)

•  การแก้โจทย์ป�ญหาเกี�ยวกับความน่าจะเป�น สามารถใชแ้ผนภาพเวนน์เพื�อชว่ยหาคําตอบได้

กฎที่สําคัญบางประการของความนาจะเปน
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 1.  จัดนักเร่ย่นช่าย่	5	คืน	นักเร่ย่นหญิง	6	คืน	ย่ืนเร่ย่งแถว่หน้ากระดาน	ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็น

ท่�หัว่แถว่แลูะป็ลูาย่แถว่เป็็นเพศเด่ย่ว่กัน

 2.  นาย่เมธ์่ม่หนังสือคืณิต๋ศาสต๋ร์	 2	 เลู่ม	 หนังสือฟ้ิสิกส์	 4	 เลู่ม	 แลูะหนังสือภูาษาอังกฤษ

3	เลู่ม	โดย่ท่�หนังสือท่กเลู่มแต๋กต๋่างกัน	ถ้าเมธ์่ส่่มหย่ิบหนังสือ	1	เลู่ม	ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็น

ท่�หย่ิบได้หนังสือคืณิต๋ศาสต๋ร์

 3.  ส่่มจำานว่นมา	 3	 จำานว่น	 จากจำานว่นทั�งหมด	 8	 จำานว่น	 ซ้�งป็ระกอบด้ว่ย่จำานว่นคืู่บว่ก

3	จำานว่น	จำานว่นคื่�บว่ก	3	จำานว่น	จำานว่นคื่�ลูบ	1	จำานว่น	แลูะจำานว่นคืู่ลูบ	1	จำานว่น	ให้หา

คืว่ามน่าจะเป็็นท่�ผลูคืูณขึ้องจำานว่นทั�งสามจำานว่นเป็็นจำานว่นคื่�ท่�ม่คื่าน้อย่กว่่า	0

 4.  กลู่องใบหน้�งม่บัต๋ร	6	ใบ	ซ้�งม่หมาย่เลูขึ้	0,	1,	2,	3,	4	แลูะ	5	ถ้าหย่ิบบัต๋รจากกลู่องใบน้�	

3	ใบ	พร้อมกัน	1	คืรั�ง	ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็นท่�ผลูรว่มขึ้องหมาย่เลูขึ้บนบัต๋รมากกว่่า	9

 5.  ส่่มหย่ิบลููกบอลู	1	ลููก	2	คืรั�ง	จากกลู่องใบหน้�งซ้�งบรรจ่ลููกบอลูท่�ม่หมาย่เลูขึ้กำากับไว่้	คืือ		

1,	2,	3,	...,	9	ลููกลูะ	1	หมาย่เลูขึ้	โดย่ไม่ใส่คืืนก่อนจะหย่ิบคืรั�งท่�สอง	ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็น

ท่�หย่ิบได้ลููกบอลูทั�งสองคืรั�งแลู้ว่ได้ผลูบว่กขึ้องหมาย่เลูขึ้ท่�หารด้ว่ย่	3	ลูงต๋ัว่

 6.  จัดช่าย่	 4	คืน	แลูะหญิง	 4	คืน	 โดย่ม่นาย่ส่ธ์่แลูะนางส่น่รว่มอยู่่ด้ว่ย่	 เขึ้้านั�งรอบโต๋ะกลูม	

ซ้�งม่	8	ท่�นั�ง	ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็นท่�นาย่ส่ธ์่จะนั�งต๋ิดกับนางส่น่

 7.  จากการสอบถามแม่บ้าน	40	คืน	ป็รากฏว่่า	ม่แม่บ้านท่�ช่อบใช่้ผงซักฟ้อกย่่�ห้อ	A	24	คืน	

ช่อบใช่้ผงซักฟ้อกย่่�ห้อ	 B	 18	 คืน	 แลูะไม่ช่อบใช่้ผงซักฟ้อกทั�งสองย่่�ห้อน่�	 7	 คืน	 ให้หา

คืว่ามน่าจะเป็็นท่�ม่แม่บ้านช่อบใช่้ผงซักฟ้อกทั�งสองย่่�ห้อน่�

 8.  คืว่ามน่าจะเป็็นท่�นาย่ว่ิช่ัย่จะสอบผ่านวิ่ช่าคืณิต๋ศาสต๋ร์แลูะว่ิช่าว่ิทย่าศาสต๋ร์คิืดเป็็น	 70%	

แลูะ	 40%	 ต๋ามลูำาดับ	 แลูะคืว่ามน่าจะเป็็นท่�จะสอบผ่านอย่่างน้อย่	 1	 ว่ิช่า	 คืิดเป็็น	 80%	

ให้หาคืว่ามน่าจะเป็็นท่�นาย่ว่ิช่ัย่จะสอบผ่านทั�งสองว่ิช่าน่�

ประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ีประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ี 33
แบบฝกทักษะ

คําชี้แจง : ให้้นักเรีย่นตัอบคำาถ้ามตั�อไปน้�
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แบบฝึกทักษะ 
ประจำาหน่วยการเรียนรู้
เพ้ื่�อปริะเมินื้ความร้ิ�
ความเข้�าใจข้องผู้้�เริย่์นื้
ปริะจำาหน่ื้วย์กัาริเริย่์นื้ริ�

กิจกรรม	คณิตศาสตร

จำากกิจำกรรมืคณิตศัาสตร์	 จำะเรียกการเรียงสัมืประสิทธิ�แบบนี้ว่า	 รู้ปสิ�มเหลั่�ยมป�สิก�ลั	

(Pascal’s	triangle)	ซึ่งมืีข้อสังเกต	ดังนี้

	 1.	 จำ�านวนแรกและจำ�านวนสุดท้ายในแต่ละแถว	คือ	1

	 2.	 จำ�านวนในแต่ละแถวท่ีไม่ืใช่จำ�านวนแรกและจำ�านวนสดุท้าย	จำะเท่ากบัผลบวกของสองจำ�านวน

ที่อย้่ทางซ้ายและทางขวาของจำ�านวนนั้น	ในแถวก่อนหน้า	เช่น

  C3,	1 = C2,	0	+	C2,	1	และ	C4,	2 = C3,	1	+	C3,	2

ให้น่ักเร้่ยน่เต้ิมคำ�ต้อบลังใน่ช่องว่�งให้สิมบูร้ณ์	แลัะต้อบคำ�ถุ�มที่่�กำ�หน่ด้

1. กระจำายพหุนามืต่อไปน้้	โดยใช้ทฤษฎีีบททวินามื

ก�ร้กร้ะจำ�ย	 	 	 	 	 	 สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�

  (a	+	b)0	 	 	 	 	 	 C0,	0
  (a	+	b)1	 	 	 	 	 C1,	0  C1,	1
  (a	+	b)2    C2,	0  C2,	1  C2, 2  
  (a	+	b)3	 	 	       

  (a	+	b)4          

  (a	+	b)5	           

2.	 จำากข้อ		1.		ให้นักเรียนค�านวณหาค่าสัมืประสิทธิ�ทวินามื

ก�ร้กร้ะจำ�ย	 	 	 	 	 	 สิัมปร้ะสิิที่ธีิ�

  (a	+	b)0	 	 	 	 	 	 1
  (a	+	b)1	 	 	 	 	 1  1
  (a	+	b)2    1  2  1  
  (a	+	b)3	 	 	       

  (a	+	b)4          

  (a	+	b)5	           

3.	 นักเรียนคิดว่า	จำ�านวนแรกและจำ�านวนสุดท้ายของแต่ละแถวในข้อ		2.		คือจำ�านวนใด

4.	 นักเรียนคิดว่า	จำ�านวนแต่ละจำ�านวนในแถวที่อย้่ติดกันในข้อ		2.		มืีความืสัมืพันธ์กันอย่างไร

รูปสามเหลี่ยม
ปาสกาล

 www.aksorn.com/qrcode/b362201
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กิจกรรมคณิตศาสตร์
เพ้ื่�อส่งเสริมิกัาริเริย่์นื้ริ�
แบบ Active Learning

QR Code
ใชี้�สมาริต์่โฟนื้เพ้ื่�อสแกันื้
เข้�าด้ส้�อดิจิทั่ล่้เพิื่�มเติ่ม

แบบฝึกทักษะ
แบ่งริะด่บความย์ากังา่ย์เหมาะสม
กั่บริะด่บกัาริเริย่์นื้ริ�ข้องผู้้�เริย่์นื้

	 ต่อไป็น้�จะพิิส่จน์สมื่บัติของคำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	จากข้อ	1.-3.	ด้ังน้�

	 กำาหุนด้	z	แล่ะ	w	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	โด้ยที่ี�	z	=	a	+	bi	แล่ะ	w	=	c	+	di	เมื่่�อ	a,	b,	c 

แล่ะ	d	เป็็นจำานวนจริง	จะได้้ว่า

	 1.	 จะได้้ว่า	 zz =  (a	+	bi)(a	-	bi)

    =  a2	+	b2

    =  (  a2	+	b2)2

    =  ∙z∙2

	 	 ด้ังนั�น	∙z∙2	=	zz

	 2.	 จะได้้ว่า	 ∙z∙ =  ∙a	+	bi∙  =    a2	+	b2

   ∙-z∙ =  ∙-a	-	bi∙ =    (-a)2	+	(-b)2 =    a2	+	b2

  แล่ะ ∙z∙ =  ∙a	-	bi∙ =    a2	+	(-b)2  =    a2	+	b2

	 	 ด้ังนั�น	 ∙z∙ =  ∙-z∙ = ∙z∙

	 3.	 จะได้้ว่า	 ∙zw∙ =  ∙(a	+	bi)(c	+	di)∙

    =  ∙(ac	-	bd)	+	(bc	+	ad)i∙

    =    (ac	-	bd)2	+	(bc	+	ad)2

    =     a2c2	-	2abcd	+	b2d2	+	b2c2	+	2abcd	+	a2d2

    =    (a2c2	+	a2d2)	+	(b2c2	+	b2d2)

    =    a2(c2	+	d2)	+	b2(c2	+	d2)

    =    (a2	+	b2)(c2	+	d2)

    =    a2	+	b2 •   c2	+	d2

    =  ∙z∙∙w∙

	 	 ด้ังนั�น	∙zw∙ = ∙z∙∙w∙

Thinking TimeThinking Time

	 นักเรียนจะพิิส่จน์สมื่บัติของ 

คำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน 

ข้อ	8.	ได้้อย่างไร
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Thinking Time
คำาถามกัริะตุ่�นื้
ให�ผู้้�เริย่์นื้ได�คิด
ต่่อย์อดจากั
เน้ื้�อหาทั่่�เริย่์นื้

	 หุามืุ่มื่ที่ี�รังสีที่ำากับแกน	X	จาก	tan	θ = ba = 
-1
1 	=	-1

	 จะได้้ว่า	 θ = 7π
4

	 นั�นคำ่อ	 	 w	 =				 2 (cos 7π4 	+	i	sin	7π4 )
 หุร่อ	 	 w	 =			 2	cis	7π4

กำาหุนด้	z	=		 3	-	i	แล่ะ	w	=		-		 2 -   2 i	บนระนาบเช่ิงซ้้อน	ใหุ้เขียนอย่่ในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 การเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�ว	 ที่ำาใหุ้การหุาผล่คำ่ณหุร่อผล่หุารของจำานวนเช่ิงซ้้อน	 

ที่ำาได้้ง่ายขึ�น	ซ้ึ�งเป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ต่อไป็น้�

 พิสั่จำน์	 1.	 z1z2	 =	 r1(cos θ1	+	i	sin	θ1)r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r1r2(cos θ1	+	i	sin	θ1)(cos	θ2	+	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r1r2[(cos	θ1cos θ2	-	sin	θ1sin	θ2)	+	i(sin	θ1cos θ2	+	cos	θ1sin	θ2)]

	 	 	 	 	 =	 r1r2[cos	(θ1	+	θ2)	+	i	sin	(θ1	+	θ2)]

	 	 	 2.	 1
z2

 = 1
r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

     = 1
r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

 • 
(cos θ2	-	i	sin	θ2)
(cos θ2	-	i	sin	θ2)

     = 
cos θ2	-	i	sin	θ2

r2(cos
2 θ2	+	sin

2 θ2)

     = 1
r2
 (cos θ2	-	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r2
-	1 (cos θ2	-	i	sin	θ2)

 กำ�หนด้ z
1
 = r

1
(cos θ

1
 + i sin θ

1
) และ z

2
 = r

2
(cos θ

2
 + i sin θ

2
) โด้ยที่่� z

1
 ≠ 0 

 และ z
2
 ≠ 0 จำะได้้ว��

 1. z
1
z
2
 = r

1
r
2
[cos (θ

1
 + θ

2
) + i sin (θ

1
 + θ

2
)]

 2. 
1

z
2

  = 
1

r
2

 (cos θ
2
 - i sin θ

2
) = r

2

-  1
(cos θ

2
 - i sin θ

2
)

 3. 
z
1

z
2

 = 
r
1

r
2

 [cos (θ
1
 - θ

2
) + i sin (θ

1
 - θ

2
)

 4. z
1
 = r

1
[cos (-θ

1
) + i sin (-θ

1
)]

ทฤษฎบีท

ลองทำ�ดู

 

 จำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�อย่่ในร่ป็

เช่ิงขั�ว	จะใช่้	θ	เป็็นมืุ่มื่ที่วน

เข็มื่นาฬิิกา	นั�นคำ่อ	θ >	0

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 39

ลองทำาดู
เพ้ื่�อให�ผู้้�เริย่์นื้ได�ฝึึกัทั่ำาจนื้เกัิดความชี้ำานื้าญ

คณิตน่ารู้
เสริมิความร้ิ�
หริอ้ข้�อส่งเกัต่
ทั่่�ได�จากัเน้ื้�อหา
ทั่่�เริย่์นื้

สรุปแนวคิดหลัก
โดย์ริวมข้องหน่ื้วย์
กัาริเริย่์นื้ริ�เพ้ื่�อทั่บทั่วนื้
ความร้ิ�ให�แกั่ผู้้�เริย่์นื้

กัิจกัริริมทั่่�เนื้�นื้ให�ผู้้�เริย่์นื้ 

ได�ล้งม้อปฏิิบ่ต่ิจริงิ เพ้ื่�อให� 

เกัิดกัาริเริย่์นื้ริ� แล้ะสริ�าง
องค์ความร้ิ�ด�วย์ต่วเอง

กิจกรรมการเรียนรู้เชิงรุก 
(Active Learning)
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สารบัญสารบัญ  คณิตศาสตร์ ชั้นมัธยมศึกษาปที่ 5 เล่ม 2 คำาอธิบายคำาอธิบาย รายวิชาเพิ่มเติม

คณิตศาสตร์ เล่ม 2 กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์

ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี 5 เวลา 80 ชั่วโมง

 ศึกษาเกี่ยวกับจํานวนเชิงซอน สมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนเชิงซอน กราฟและคาสัมบูรณของ

จํานวนเชิงซอน รากที่สองของจํานวนเชิงซอน จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงขั้ว รากที่ n ของจํานวนเชิงซอน และ

สมการพหุนาม กฎเกณฑเบื้องตนเกี่ยวกับการนับ การเรียงสับเปลี่ยนเชิงเสน การเรียงสับเปลี่ยนเชิงวงกลม

กรณ�ทีส่ิ�งของแตกตางกนัทัง้หมด การจดัหมูกรณ�ทีส่ิ�งของแตกตางกนัทัง้หมด ทฤษฎบีททวนิาม การทดลองสุม

และเหตุการณ และความนาจะเปนของเหตุการณ 

 โดยการจัดประสบการณหรือสรางสถานการณ ในชีวิตประจําวันที่ใกลตัวใหผูเรียนไดศึกษา คนควา 

ฝกทกัษะ โดยการปฏบัิตจิรงิ ทดลอง สรปุ รายงาน เพือ่พฒันาทักษะ กระบวนการในการคดิคํานวณ การแกปญหา

การใหเหตุผล การสื่อความหมายทางคณิตศาสตร และนําประสบการณดานความรู ความคิด ทักษะและ

กระบวนการที่ไดไปใช ในการเรียนรูสิ�งตาง ๆ  และใช ในชีวิตประจําวันอยางสรางสรรค 

 เพือ่ใหเหน็คณุคาและมเีจตคตทิีด่ตีอคณติศาสตร สามารถทํางานไดอยางเปนระบบ มรีะเบียบ รอบคอบ

มีความรับผิดชอบ มีวิจารณญาณ มีความคิดริเริ�มสรางสรรค และมีความเชื่อมั�นในตนเอง

ผลการเรียนรู้

1. เขาใจจํานวนเชิงซอนและใชสมบัติของจํานวนเชิงซอนในการแกปญหา

2. หารากที่ n ของจํานวนเชิงซอน เมื่อ n เปนจํานวนนับที่มากกวา 1

3.  แกสมการพหุนามตัวแปรเดียวดีกรีไมเกินสี่ที่มีสัมประสิทธิ์เปนจํานวนเต็ม และนําไปใช 

ในการแกปญหา

4. เขาใจและใชหลักการบวกและการคูณ การเรียงสับเปลี่ยน และการจัดหมูในการแกปญหา

5. หาความนาจะเปนและนําความรูเกี่ยวกับความนาจะเปนไปใช

รวม 5 ผลการเรียนรู



1 จํานวนเชิงซอน

ผลการเรียนรู้

•	 	เข้าใจจำานวนเช่ิงซ้้อนแล่ะใช่้สมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อน
ในการแก้ป็ัญหุา

•	 หุารากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนนับที่ี�มื่ากกว่า	1
•	 แก้สมื่การพิหุุนามื่ตัวแป็รเด้ียวด้ีกรีไมื่่เกินสี�ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�
	 เป็็นจำานวนเต็มื่	แล่ะนำาไป็ใช่้ในการแก้ป็ัญหุา

สาระการเรียนรู้เพิ่มเติม

•	 จำานวนเช่ิงซ้้อน	แล่ะสมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อน
•	 จำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�ว
•	 รากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนนับ
	 ที่ี�มื่ากกว่า	1
•	 สมื่การพิหุุนามื่ตัวแป็รเด้ียว

นักเรยีนจะนําความรู้
เกี�ยวกับจํานวนเชงิซอ้นมาหาค่า
ของกําลังไฟฟ�าได้อย่างไร
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“พลังงานไฟฟาที่เปลี่ยนไปในหนึ่งหนวยเวลา เรียกวา กําลังไฟฟา 
ซึ่งหาไดจากสูตร P = IV เมื่อ P แทนกําลังไฟฟา I แทนกระแส
ไฟฟาทีไ่หลผานเครือ่งใชไฟฟา และ V แทนความตางศกัยทีต่อกับ
เครื่องใชไฟฟา แตในกรณีที่กระแสไฟฟาและความตางศักยมีคา
เปนจํานวนเชิงซอน กําลังไฟฟาจะหาไดจากสูตร P = Re(IV)”

ค่วรัรัÙ้ก่อนเรัÕยนค่วรัรัÙ้ก่อนเรัÕยน 
 ก�รืแยกต่ัวปรืะกอบขีองพหุ้น�มื่

	 	 	 ส่ตรพิ่�นฐานในการแยกตัวป็ระกอบ

	 	 	 ส่ตรผล่ต่างของกำาล่ังสอง		:		 a2 - b2	=	 (a	-	b)(a	+	b)

	 	 	 ส่ตรกำาล่ังสองสมื่บ่รณ์		 :		(a	+	b)2	=	a2	+	2ab	+	b2

     (a	-	b)2	=	a2	-	2ab	+	b2

  	 ส่ตรผล่ต่างของกำาล่ังสามื่	:		 a3 - b3	=	 (a	-	b)(a2	+	ab	+	b2)

	 	 	 ส่ตรกำาล่ังสามื่สมื่บ่รณ์	 :		(a	+	b)3	=	a3	+	3a2b	+	3ab2	+	b3

     (a	-	b)3	=	a3	-	3a2b	+	3ab2 - b3

   ส่ตรผล่บวกของกำาล่ังสามื่	:		a3	+	b3	=	 (a	+	b)(a2	-	ab	+	b2)

 คู่��ขีองฟงก์ชิันไซ้น์และฟงก์ชิันโคู่ไซ้น์

	 	 	 	 		 จากร่ป็วงกล่มื่หุนึ�งหุน่วยแล่ะคำวามื่สัมื่พิันธ์์	

x = cos θ	แล่ะ	y	=	sin	θ	จะเหุ็นว่า	ถ้าจุด้ป็ล่าย
ส่วนโคำ้งที่ี�ยาว	∙θ∙	มื่ีพิิกัด้	(x,	y)	แล่้วพิิกัด้	(x,	y)
จะเขียนแที่นด้้วย	(cos	θ,	sin	θ)

 ต่ัวผกผันขีองฟงก์ชิันต่รืีโกณมื่ิต่ิ

1)	 y	=	arcsin	x		 โด้ยที่ี�	 x	=	sin	y		เมื่่�อ	-	π2 ≤	y	≤ π
2

2)	 y	=	arccos	x	 โด้ยที่ี�	 x	=	cos	y		เมื่่�อ	0	≤	y	≤ π

	 3)	 y	=	arctan	x		โด้ยที่ี�	 x	=	tan	y		เมื่่�อ	-	π2 <	y	< π
2

 ขีน�ดัขีองเวกเต่อรื์ในรืะบบพิกัดัฉ�กสัองมื่ิต่ิ

	 	กำาหุนด้	u	เป็็นเวกเตอร์ที่ี�มื่ีจุด้	(x1,	y1)	เป็็นจุด้เริ�มื่ต้น	แล่ะจุด้	(x2,	y2)	เป็็นจุด้สิ�นสุด้

	 ใหุ้	x2 - x1	=	a	แล่ะ	y2	-	y1	=	b	จะได้้ว่า	∙u∙ = a2	+	b2

แบบทดสอบ
พิื�นฐานกัอนเรียน

 www.aksorn.com/qrcode/b362101
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	 เมื่่�อพิิจารณาสมื่การพิหุุนามื่บางสมื่การในระบบจำานวนจริง	เช่่น	x2	+	1	=	0	จะเหุ็นได้้ช่ัด้ว่า	

ไมื่่มื่ีจำานวนจริง	x	ใด้	ๆ 	ที่ี�ที่ำาใหุ้สมื่การเป็็นจริง	จึงกล่่าวได้้ว่า	สมื่การพิหุุนามื่	x2	+	1	=	0	ไมื่่มื่ี 

คำำาตอบของสมื่การเป็็นจำานวนจริง	 เพิ่�อใหุ้สมื่การพิหุุนามื่น้�สามื่ารถหุาคำำาตอบได้้	 จึงมื่ีการสร้าง

ระบบจำานวนเช่ิงซ้้อนเพิ่�อใหุ้สมื่การพิหุุนามื่ที่ั�งหุมื่ด้มื่ีคำำาตอบ	ซ้ึ�งจำานวนเช่ิงซ้้อนมื่ีบที่นิยามื่	ด้ังน้�

	 จากบที่นิยามื่สามื่ารถเขียนแที่น	z	=	a	+	bi	ด้้วย	z	=	(a,	b)	เมื่่�อ	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนจริง 

แล่ะเมื่่�อพิิจารณาคำ่า	a	แล่ะ	b	จะพิบว่า

	 ถ้า	a	=	0	จะได้้ว่า	z	=	0	+	bi	หุร่อ	z	=	(0,	b)	ด้ังนั�น	z	=	bi

	 ถ้า	b	=	0	จะได้้ว่า	z	=	a	+	0i	หุร่อ	z	=	(a,	0)	ด้ังนั�น	z	=	a

	 ถ้า	a	=	0	แล่ะ	b	=	0	จะได้้ว่า	z	=	0	+	0i	หุร่อ	z	=	(0,	0)	ด้ังนั�น	z	=	0

	 จากการพิิจารณาค่ำา	 a	 แล่ะ	 b	 ข้างต้น	 จะกล่่าวได้้ว่า	 ระบบจำานวนจริงเป็็นสับเซ้ตของ 

ระบบจำานวนเช่ิงซ้้อน	ดั้งนั�น	สมื่บัติต่าง	ๆ 	ในระบบจำานวนจริงจึงสามื่ารถนำามื่าใช่้ในระบบจำานวน 

เช่ิงซ้้อนได้้

 จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z คืือ จำำ�นวนที่่�เข่ียนอย่�ในรู่ป

z = a + bi

 เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง และ i
2
 = -1 

 เรู่ยก a ว�� ส่�วนจำริูง (real part) ขีอง z และเข่ียนแที่นด้้วย Re(z)

 เรู่ยก b ว�� ส่�วนจิำนตภ�พ (imaginary part) ขีอง z และเข่ียนแที่นด้้วย Im(z)

บทนิยาม

กำาหุนด้	z	=	(a,	b)	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	

1.	ถ้า	b	=	0	จะได้้ว่า	z	เป็็นจำานวนจริง

2.	ถ้า	a	=	0	แต่	b	≠	0	จะได้้ว่า	z	เป็็นจำานวนจินตภาพิแที่้	(purely	imaginary	number)

1.1 จำ�นวนเชิงซ้อน (Complex Number)

4

ให้้เขีียนจำำ�นวนห้รืือคู่่�อันดัับต่�อไปน้�ในรื่ป a + bi เมื่ื�อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำรืิง

1) (-4,	3)	 	 2)	 1	+			-3

3) -5 -   -100	 4)   -27

วิธีีทำำ�  1)	 (-4,	3)	 	 	=		-4	+	3i

 2)	 1	+			-3	 	 =			1	+			3	i

 3) -5 -   -100	 =		-5	-			100	i		=		-5	-	10i

 4)    -27   =     27	i			 =		3			3	i

ให้้บอกคู่��ขีอง Re(z) และ IIm(z) ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ต่�อไปน้�

1) (-5,	2)	 2) -7

3)   3	-	2i
5  4)	 2	+			-16	

5)   -2 6)   3 -   -7

วิธีีทำำ� 1)	 จาก	(-5,	2)	

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=	-5	แล่ะ	Im(z)	=	2

 2)	 จาก	-7	

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=	-7	แล่ะ	Im(z)	=	0

 3)	 จาก	  3	-	2i5  =   35  - 25	i

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=	  35 	แล่ะ	Im(z)	=	-	25

ใหุ้เขียนจำานวนหุร่อคำ่่อันด้ับต่อไป็น้�ในร่ป็	a	+	bi	เมื่่�อ	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนจริง

1)	 (13, 4)	 2)	 1	-			-8

3)	 		4	+			-4	 4)	 		-5

ตัวอย่�งที่	 1

ตัวอย่�งที่	 2

ลองทำ�ดู
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 พิิจารณาคำ่าของ	i	ยกกำาล่ังที่ี�	n	ต่อไป็น้��

	 i0	=	1	 	 i4	=	i2 •	i2	=	1	 i8		=	i4 •	i4	=	1

	 i1	=	i	 	 i5	=	i4 •	i		=	i	 i9		=	i8 •	i		=	i

	 i2	=	-1	 	 i6	=	i4 •	i2	=	-1	 i10	=	i8 •	i2	=	-1

	 i3	=	i2 •	i	=	-i	 	 i7	=	i4 •	i3	=	-i	 i11	=	i8 •	i3	=	-i

	 จะเหุ็นว่า	ค่ำาของ	 in	มื่ีคำวามื่สัมื่พิันธ์์ระหุว่างผล่หุารแล่ะเศษของการหุาร	n	ด้้วย	4	จึงสรุป็ 

คำ่าของ	in	ด้ังน้�

	 in	=	1	 เมื่่�อ	n	÷	4	แล่้วเหุล่่อเศษ	0	(หุารล่งตัว)

	 in	=	i	 เมื่่�อ	n	÷	4	แล่้วเหุล่่อเศษ	1

	 in	=	-1	เมื่่�อ	n	÷	4	แล่้วเหุล่่อเศษ	2

	 in	=	-i	 เมื่่�อ	n	÷	4	แล่้วเหุล่่อเศษ	3

ใหุ้บอกคำ่าของ	Re(z)	แล่ะ	Im(z)	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	ต่อไป็น้�

1)	 (1,	-	45) 2)	 10	

3)	 3	-	2i
2 		 4)	 -8	-			-25

5)	 		-7		 6)	 		3 -   -3

 4)	 จาก	2	+			-16	=	2	+	4i	

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=	2	แล่ะ	Im(z)	=	4

 5)	 จาก			-2 =   2	i	

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=	0	แล่ะ	Im(z)	=			2

 6)	 จาก			3 -   -7 =   3 -   7	i	

	 	 จะได้้ว่า	Re(z)	=			3	แล่ะ	Im(z)	=	-			7

ลองทำ�ดู
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ให้้ห้�คู่��ขีอง

1) i347	+	i2017	-	3i2560 2) i1994	-	i2537

วิธีีทำำ� 1) i347	+	i2017	-	3i2560	 =		i4 ×	86 •	i3	+	i4 ×	504 •	i	-	3i4 ×	640

   =		1	•	i3	+	1	•	i	-	3(1)

	 	 	 =		i3	+	i	-	3

	 	 	 	=		(-i)	+	i	-	3

   =  -3

 2) i1994	-	i2537	 =		i4 × 498 •	i2	-	i4 ×	634 •	i
   =		1	•	i2	-	1	•	i 

	 	 	 =		i2	-	i

	 	 	 =		-1	-	i

ให้้ห้�คู่��ขีอง i3 • i6 • i9 • i12

วิธีีทำำ�	 i3 •	i6 •	i9 •	i12	 =		i3	+	6	+	9	+	12	

	 	 	 	 	=		i30

	 	 	 	 =		i4 × 7 •	i2

	 	 	 	 =		i2

	 	 	 	 =		-1

	ใหุ้หุาคำ่าของ

1)	 i1410	-	i2512	+	i3101	 2)	 i2018	+	i2516

	ใหุ้หุาคำ่าของ	i10 •	i20 •	i30 •	i40

ตัวอย่�งที่	 3

ตัวอย่�งที่	 4

แนะแนวคิด

im • in = im + n

สำำหรัับทุุก m, n∊∊ZZ

ลองทำ�ดู

ลองทำ�ดู
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 1. ให้้เขีียนเคู่รืื�องห้มื่�ย ✓ ลงในต่�รื�งเพื�อจำำ�แนกจำำ�นวนทำี�กำ�ห้นดัว��เป็นจำำ�นวนชินิดัใดั

 2.  ให้้เขีียนจำำ�นวนห้รืือคู่่�อันดัับต่�อไปน้�ในรื่ป a + bi เมื่ื�อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำรืิง

	 1)	 (0,	5)	 2)	 (-4,	0)

3)	 -1 4)	 0	

5) 1	+			-15 6)	 -	  2 -   -2

7)	   3 - 3   -6	 8)	 		-7 - 3

9)	 2	+			-4
  2

	 10) 3 -   -25
15

ระดับพื้นฐ�น

แบบฝกทักษะ	 1.1

ขี้อ จำำ�นวน
จำำ�นวน
เชิิงซ้้อน

จำำ�นวน
จำินต่ภ�พแทำ้

จำำ�นวนจำรืิง
จำำ�นวน
ต่รืรืกยะ

จำำ�นวน
อต่รืรืกยะ

จำำ�นวนเต่็มื่

	 1) -4

	 2) 3i

	 3) 2	+	i

	 4) i8

	 5)   -3

	 6) (0,	-3)

	 7) (-3,	0)

	 8) 2	+			-4

	 9) 4	+	3i
2

	10) i	•	3i3

8

 5. กำ�ห้นดั n∊∊ZZ+  ให้้ห้�คู่��ขีอง 

	 	 1)	  in	+	in	+	1	+	in	+	2	+	in	+	3

	 	 2)	  in	-	in	+	1	-	in	+	2	-	in	+	3

	 	 3)	  in •	in	+	1 •	in	+	2 •	in	+	3

 3.  ให้้บอกคู่��ขีอง Re(z) และ IIm(z) ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ต่�อไปน้�

	 1)	 (0,	6)	 2)	 (3,	1)

 3) -3	 4)	 		-9

 5)	   2 -   2 i
5

	 6)	 7	+	  -6 
7

 7)	 1	+			3  i	 8)	   5 -   -5

	 9)	 i2	-	2i3	 10)	 7i	-	2	  -2

 4.  ให้้ห้�คู่��ขีอง

	 1)	 i25	+	i60

	 2)	 i405	+	2i807	+	3i1023

	 3)	 i195	+	i77	-	i58

	 4)	 2i13	-	5i47	-	i60

	 5)	 i5 •	i7 •	i11 •	i13 •	i15

	 6)	 3i753 •	4i488

 6. ให้้ห้�คู่��ขีอง i3 + i4 + i5 + ... + i2019

ระดับกล�ง

ระดับท้�ท�ย
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	 ในหุัวข้อน้�นักเรียนจะได้้ศึกษาถึงสมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อนกับตัวด้ำาเนินการการบวกแล่ะ 

การคำ่ณ	ซ้ึ�งเรียกว่า	สมื่บัติเช่ิงพิีช่คำณิตของจำานวนเช่ิงซ้้อน

1.	 สมบััติิเชิิงพีีชิคณิิติของจำนวนเชิิงซ้้อน

	 ใหุ้นักเรียนศึกษาการใช่้สมื่บัติเช่ิงพิีช่คำณิตของจำานวนเช่ิงซ้้อนจากตัวอย่างต่อไป็น้�

ให้้ห้�จำำ�นวนจำรืิง a และ b ทำี�ทำำ�ให้้ (5 + bi) + (-a + 4i) = 2 + i

วิธีีทำำ�  เน่�องจาก	 (5	+	bi)	+	(-a	+	4i)	 =	 2	+	i

	 จะได้้ว่า	 (5	-	a)	+	(b	+	4)i	 =	 2	+	i

	 ด้ังนั�น	 5	-	a	=	2	แล่ะ	 b	+	4	=	1

	 	 a	=	3	แล่ะ	 b	=	 -3

ใหุ้หุาจำานวนจริง	a	แล่ะ	b	ที่ี�ที่ำาใหุ้	(a	-	3i)	+	(-2	+	bi)	=	4i

  กำ�หนด้ z
1
 = a + bi และ z

2
 = c + di เมืื่�อ a, b, c และ d เป็นจำำ�นวนจำริูง จำะกล��วได้้ว��

 1. z
1
 = z

2
 หรูือ a + bi = c + di ก็ต�อเมืื่�อ a = c และ b = d

 2. z
1
 + z

2
 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i

  หรูือเขี่ยนผลบวกขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (a + c, b + d)

 3. ก�รูค่ืณจำำ�นวนเชิิงซ้้อนกับคื��คืงตัว

  kz
1
 = k(a + bi) = ka + kbi เมืื่�อ k เป็นคื��คืงตัว

  หรูือเขี่ยนผลคื่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (ka, kb)

 4. ก�รูค่ืณจำำ�นวนเชิิงซ้้อนกับจำำ�นวนเชิิงซ้้อน

  z
1
z
2
 = (a + bi)(c + di) 

   = ac + adi + bci + bdi
2

   = (ac - bd) + (ad + bc)i

  หรูือเขี่ยนผลคื่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (ac - bd, ad + bc)

สมบัติ

1.2 สมบัติเชิงพีชคณิตของจำ�นวนเชิงซ้อน 
 (Algebraic Properties of Complex Number)

ตัวอย่�งที่	 5

ลองทำ�ดู
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ให้้ห้�ผลบวกและผลคู่่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 2 + 5i และ 3 - 4i

วิธีีทำำ�	 	(2	+	5i)	+	(3	-	4i)	 =	 (2	+	3)	+	(5	-	4)i
   =	 5	+	i

	 	 (2	+	5i)(3	-	4i)	 =	 [2(3)	-	5(-4)]	+	[2(-4)	+	5(3)]i

	 	 	 =	 (6	+	20)	+	(-8	+	15)i
   =	 26	+	7i

ใหุ้หุาผล่บวกแล่ะผล่คำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อน	2	-	i	แล่ะ	1	+	2i

 นอกจากสมื่บัติการเที่่ากัน	การบวก	แล่ะการคำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ยังมื่ีสมื่บัติที่ี�เกี�ยวข้อง

กับการบวกแล่ะการคำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ด้ังน้�

2.	สมบััติิที่ี�เกี่ี�ยวข้องกี่ับักี่ารบัวกี่ของจำนวนเชิิงซ้้อน

  สมบัติท่ีเก่ียวข้องกับการบวกของจำ�านวนเชิงซ้อน

	 1.	 สมบัติปิดของการบวก

  ถ้้� z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว z

1
 + z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน

 2.	 สมบัติการสลับท่ีของการบวก

  ถ้้� z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว z

1
 + z

2
 = z

2
 + z

1

 3.	 สมบัติการเปล่ียนหมู่ของการบวก

  ถ้้� z
1
, z

2
 และ z

3
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว (z

1
 + z

2
) + z

3
 = z

1
 + (z

2
 + z

3
)

 4.	 สมบัติการมีเอกลักษณ์ของการบวก

   ส่ำ�หรูับจำำ�นวนเชิิงซ้้อน a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง 

  จำะมื่่จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 0 + 0i ซึ้�ง

   (a + bi) + (0 + 0i) = a + bi

  และ (0 + 0i) + (a + bi) = a + bi

  เรู่ยกจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 0 + 0i ว�� เอกลักษณ์ก�รูบวกขีอง a + bi

  หรูือเขี่ยนเอกลักษณ์ก�รูบวกขีอง a + bi ในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (0, 0)

สมบัติ

ตัวอย่�งที่	 6

ลองทำ�ดู

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 11



ให้้ห้�ต่ัวผกผันขีองก�รืบวกขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1)	 (3,	-2)	  2)	 -4	+	2i	  3)	 8	-	5i

วิธีีทำำ� 1)	 ตัวผกผันการบวกของ	(3,	-2)	คำ่อ	(-3,	2)

 2)	 ตัวผกผั	นการบวกของ	-4	+	2i	คำ่อ	4	-	2i

 3)	 ตัวผกผันการบวกของ	8	-	5i	คำ่อ	-8	+	5i

ให้้ห้� z1 - z2 เมื่ื�อ z1 = 7 + 5i และ z2 = 4 - 3i

วิธีีทำำ�	 จาก	z1	=	7	+	5i	แล่ะ	z2	=	4	-	3i

	 จะได้้ว่า		 z1	-	z2	 =	 (7	+	5i)	-	(4	-	3i)

	 	 	 	 =	 (7	-	4)	+	(5	+	3)i

	 	 	 	 =	 3	+	8i

3.	กี่ารลบัจำนวนเชิิงซ้้อน

	 จากบที่นิยามื่	ถ้า	z1	=	a	+	bi	แล่ะ	z2	=	c	+	di	เมื่่�อ	a,	b,	c	แล่ะ	d	เป็็นจำานวนจริง	จะได้้ว่า 

z1	-	z2	=	z1	+	(-z2)	=	(a	+	bi)	+	[-(c	+	di)]	=	(a	-	c)	+	(b	-	d)i

 กำ�หนด้ z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน จำะได้้ว��

z
1
 - z

2
 = z

1
 + (-z

2
)

บทนิยาม

 5.		สมบัติการมีตัวผกผันของการบวก

   ส่ำ�หรูับจำำ�นวนเชิิงซ้้อน a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง 

  จำะมื่่จำำ�นวนเชิิงซ้้อน -a - bi ซึ้�ง

   (a + bi) + (-a - bi) = 0 + 0i

  และ (-a - bi) + (a + bi) = 0 + 0i

  เรู่ยกจำำ�นวนเชิิงซ้้อน -a - bi ว�� ตัวผกผันก�รูบวกขีอง a + bi

  หรูือเขี่ยนตัวผกผันก�รูบวกขีอง a + bi ในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (-a, -b)

ตัวอย่�งที่	 7

ตัวอย่�งที่	 8

ลองทำ�ดู

ใหุ้หุาตัวผกผันการบวกของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�

1)	 (			11,	-6) 2)	 -3	-	11i 3)	 5	-			7	i

12

ใหุ้หุา	z1	-	z2	เมื่่�อ	z1	=	2	-	3i	แล่ะ	z2	=	3	-	2i

4.	สมบััติิที่ี�เกี่ี�ยวข้องกี่ับักี่ารคูณิของจำนวนเชิิงซ้้อน

  สมบัติที่เกี่ยวข้องกับการคููณของจำ�านวนเชิงซ้อน

	 1.	 สมบัติปิดของการคููณ

  ถ้้� z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว z

1
z
2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน

 2.	 สมบัติการสลับที่ของการคููณ

  ถ้้� z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว z

1
z
2
 = z

2
z
1

 3.	 สมบัติการเปลี่ยนหมู่ของการคููณ

  ถ้้� z
1
, z

2
 และ z

3
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว (z

1
z
2
)z

3
 = z

1
(z

2
z
3
)

 4.	 สมบัติการมีเอกลักษณ์ของการคููณ

  ส่ำ�หรูับจำำ�นวนเชิิงซ้้อน a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง 

  จำะมื่่จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 1 + 0i ซ้ึ�ง

    (a + bi)(1 + 0i) = a + bi

  และ  (1 + 0i)(a + bi) = a + bi

  เรู่ยกจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 1 + 0i ว�� เอกลักษณ์ก�รูค่ืณขีอง a + bi

  หรูือเขี่ยนเอกลักษณ์ก�รูค่ืณขีอง a + bi ในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น (1, 0)

 5.	 สมบัติการมีตัวผกผันของการคููณ

  ส่ำ�หรูับจำำ�นวนเชิิงซ้้อน a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง ที่่�ไมื่�ใชิ�ศู่นย์พรู้อมื่กัน

  จำะมื่่จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 
a

a
2
 + b

2
 - 

b

a
2
 + b

2
 i ซ้ึ�ง

    (a + bi)( a

a
2
 + b

2

 - 
b

a
2
 + b

2
 i) = 1 + 0i

  และ   ( a

a
2
 + b

2

 - 
b

a
2
 + b

2
 i)(a + bi) = 1 + 0i

  เรู่ยกจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 
a

a
2
 + b

2
 - 

b

a
2
 + b

2
 i ว�� ตัวผกผันก�รูคื่ณขีอง a + bi

  หรูือเขี่ยนตัวผกผันก�รูคื่ณขีอง a + bi ในรู่ปคื่�อันด้ับได้้เป็น ( a

a
2
 + b

2
 , - 

b

a
2
 + b

2)
 6.	 สมบัติการแจำกแจำง

  ถ้้� z
1
, z

2
 และ z

3
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน แล้ว z

1
(z

2
 + z

3
) = z

1
z
2
 + z

1
z
3

  และ (z
1
 + z

2
)z

3
 = z

1
z
3
 + z

2
z
3

สมบัติ

ลองทำ�ดู

 

	 ตัวผกผันการคำ่ณของ	z	

เขียนแที่นด้้วย	z-1

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 13



ให้้ห้�ต่ัวผกผันก�รืคู่่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1)	 (-3,	1)	  2)   3
2  -   52 	i	  3)	 2i

วิธีีทำำ� 1)	 ตัวผกผันการคำ่ณของ	(-3,	1)	คำ่อ	(- 310, - 110)
 2)	 ตัวผกผันการคำ่ณของ	  32  -   52 	i	คำ่อ	  34 	+	  54 	i

 3)	 ตัวผกผันการคำ่ณของ	2i	คำ่อ	-	12	i

ให้้ห้�คู่��ขีอง 6 + 4i2 - 3i

วิธีีทำำ�	 จาก z1z2
-			1	 =	 (a	+	bi)( c	-	dic2	+	d2)

 จะได้้ว่า  =	 (6	+	4i)( 2	+	3i22	+	32)
	 	 	 =	 2i

ใหุ้หุาตัวผกผันการคำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�

1)	 (1,	-3) 2)	 -1	+	i 3)	 -	  511	i

ใหุ้หุาคำ่าของ	 3	-	4i1	+	2i

5.	กี่ารหารจำนวนเชิิงซ้้อน

	 จากบที่นิยามื่	ถ้า	z1	=	a	+	bi	แล่ะ	z2	=	c	+	di	เมื่่�อ	a,	b,	c	แล่ะ	d	เป็็นจำานวนจริง	จะได้้ว่า 

 
z1
z2
	=	z1z2

-			1	=	(a	+	bi)( c	-	dic2	+	d2) = ac	+	bdc2	+	d2 	+	(bc	-	adc2	+	d2 ) i

 กำ�หนด้ z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน จำะได้้ว��

   z
1
 ÷ z

2
 = z

1
z
2

- 1

 เมื่่อ z
2
 ≠ 0 และเข่ียนแที่น z

1
 ÷ z

2
 ด้้วย 

z
1

z
2

บทนิยาม

ตัวอย่�งที่	 9

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 10

ลองทำ�ดู
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6.	สังยุคของจำนวนเชิิงซ้้อน	(Conjugate	of	a	Complex	Number)
	 พิิจารณาผล่คำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็นี�

	 1)	 (2	+   3	i)(2	-   3	i)	 =	 22 - (  3	i)2

	 	 	 	 =	 4	+	3

    = 7

	 2)	 (		3	+   5	i)(		3 -   5	i)	 =	 (		3)2 - (  5	i)2

	 	 	 	 =	 3	+	5

    = 8

	 จะเหุ็นว่า	ผล่คำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนในข้อ	1)	แล่ะ	2)	เป็็นการคำ่ณจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�อย่่ในร่ป็ 

(a	+	bi)(a	-	bi)	 เมื่่�อ	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนจริง	แล่ะผล่คำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ั�งสองข้อเป็็น 

จำานวนจรงิ	เรยีกจำานวนเช่งิซ้อ้น	2	-   3	i	แล่ะ   3 -   5	i	วา่เป็น็สังัยคุู่ของจำานวนเช่งิซ้อ้น	2	+   3	i

แล่ะ			3	+   5	i	ตามื่ล่ำาด้ับ	ซ้ึ�งมื่ีบที่นิยามื่	ด้ังน้�

	 จากบที่นิยามื่ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ที่ำาใหุ้ได้้สมื่บัติของสังยุคำของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ด้ังน้�

  กำ�หนด้ z = a + bi เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำรูิง จำะเรู่ยกจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 

a - bi ว��เป็นสั่งยุคืขีอง z เข่ียนแที่นด้้วยส่ัญลักษณ์ z นั�นคืือ z = a + bi = a - bi

บทนิยาม

  สมบัติของสังยุคูของจำ�านวนเชิงซ้อน

 กำ�หนด้ z, z
1
 และ z

2
 เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน โด้ยที่่� z = a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำรูิง 

 จำะได้้ว��

 1. z = z

 2. zz = a
2
 + b

2

 3. Re(z) = 
1
2 (z + z)

 4. Im(z) = 
1
2i (z - z)

 5. z
1
 ± z

2
 = z

1
 ± z

2

 6. z
1
z
2
 = z

1 
z
2

 7. (z1	z2) = 
z1 
z2

 เมื่่อ z
2
 ≠ 0

 8. 
1
z
 = (1z) เมื่่อ z ≠ 0

สมบัติ

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 15



 ต่อไป็น้�จะเป็็นการพิิส่จน์สมื่บัติของสังยุคำของจำานวนเช่ิงซ้้อน	จากข้อ	1.-8.	ด้ังน้�

	 กำาหุนด้	z,	z1	แล่ะ	z2	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	โด้ยที่ี�	z	=	a	+	bi,	z1	=	a1	+	b1i	แล่ะ	z2	=	a2 +	b2i 

เมื่่�อ	a,	b,	a1, b1,	a2, b2	เป็็นจำานวนจริง	จะได้้ว่า

	 1.	 จะได้้ว่า	 z =  (a	+	bi)

     =  (a	-	bi)

     =		a	+	bi

	 	 	 	 	 =		z

	 	 ด้ังนั�น	z	=	z

	 2.	 จะได้้ว่า	 zz	 =		(a	+	bi)(a	+	bi)

    =		(a	+	bi)(a	-	bi)

    =		a2	-	(bi)2

    =		a2	+	b2

	 	 ด้ังนั�น	zz	=	a2	+	b2

	 3.	 จะได้้ว่า	 1
2 (z	+	z) =  12 [(a	+	bi)	+	(a	+	bi)]

     =  12	[(a	+	bi)	+	(a	-	bi)]

     =  12 (2a)

	 	 	 	 	 =		a

	 	 	 	 	 =		Re(z)

	 	 ด้ังนั�น	12 (z	+	z)	=	Re(z)

	 4.	 จะได้้ว่า	 1
2i (z	-	z) =  12i [(a	+	bi)	-	(a	+	bi)]

    =  12i	[(a	+	bi)	-	(a	-	bi)]

    =  12i (2bi)

    =  b

    =  Im(z)

	 	 ด้ังนั�น	 12i (z	-	z) = Im(z)

16

	 5.	 จะได้้ว่า	 z1	+	z2 =  (a1	+	b1i)	+	(a2	+	b2i)

    =  (a1	+	a2)	+	(b1	+	b2)i

    =		(a1	+	a2)	-	(b1	+	b2)i

	 	 	 	 =		(a1 - b1i)	+	(a2 - b2i)

    =  (a1	+	b1i)	+	(a2	+	b2i)

    =  z1	+	z2

  แล่ะ	 z1	-	z2 =  z1 - z2
	 	 ด้ังนั�น		 z1 ±	z2 =  z1 ± z2

	 6.	 จะได้้ว่า			 z1z2 =  (a1	+	b1i)(a2	+	b2i)

     =  (a1a2 - b1b2)	+	(b1a2	+	a1b2)i

     =  (a1a2 - b1b2)	-	(b1a2	+	a1b2)i

  แล่ะ	 z1 z2 =  (a1	+	b1i)(a2	+	b2i)

     =  (a1 - b1i)(a2 - b2i)		=		(a1a2 - b1b2)	-	(b1a2	+	a1b2)i

	 	 ด้ังนั�น		 z1z2 =  z1 z2

	 7.	 จะได้้ว่า	 (
z1	
z2) =  (a1	+	b1ia2	+	b2i)

    =  (a1	+	b1ia2	+	b2i
 • 
a2 - b2i
a2 - b2i)

    =  [(a1a2	+	b1b2)	+	(b1a2	-	a1b2)i

a2
2	+	b2

2  ] 
    =  

(a1a2	+	b1b2)	-	(b1a2	-	a1b2)i 
a2
2	+	b2

2

  แล่ะ	
z1 
z2

 =  
(a1	+	b1i)
(a2	+	b2i)

 

    =  
a1 - b1i
a2 - b2i

    =  
a1 - b1i
a2 - b2i

 • 
a2	+	b2i
a2	+	b2i

 = 
(a1a2	+	b1b2)	-	(b1a2	-	a1b2)i	

a2
2	+	b2

2

  ด้ังนั�น		 (
z1	
z2) =  

z1 
z2 จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 17



	 8.	 สมื่มื่ติ	z	≠	0

	 	 จะได้้ว่า				(1z) = 1
z    (จากข้อ	7.)

    = 1
z

	 	 ด้ังนั�น			 (1z) = 1
z

	 	 หุร่อ	 1
z = (1z)

ให้้ห้� (5 + 4i) ÷ (2 - i) โดัยใชิ้สัังยุคู่

วิธีีทำำ� 5	+	4i
2	-	i  = 5	+	4i2	-	i  • 

2	+	i
2	+	i

  = 10	+	5i	+	8i	+	4i
2

22	+	12

  = 6	+	13i5

  = 15	(6	+	13i)

ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำี�สัอดัคู่ล้องกับสัมื่ก�รื (4 + 3i)z = -7 + 5i

วิธีีทำำ�	 จาก	 (4	+	3i)z	 =	 -7	+	5i

	 จะได้้	 z	 =	 -7	+	5i4	+	3i

   = -7	+	5i
4	+	3i  • 

4	-	3i
4	-	3i

   = -28	+	21i	+	20i	-	15i2

42	+	32

   = -13	+	41i
25

   = - 125 (13	-	41i)

ใหุ้หุา	(3	+	2i)	÷	(1	+	i)	โด้ยใช่้สังยุคำ

ตัวอย่�งที่	 11

ตัวอย่�งที่	 12

ลองทำ�ดู

แนะแนวคิด

2 + i เป็นสังยุคของ 
2 - i

18

ใหุ้หุาจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	ที่ี�สอด้คำล่้องกับสมื่การ	(2	-	i)z	=	-3	+	5i

 1. ให้้ห้�จำำ�นวนจำรืิง a และ b ต่�อไปน้�

1) (4a,	-5b)	=	(20,	30)

2) (7a,	-5)	=	(-21,	b)

3) (1	-	2a	+	bi)	+	3i	=	9	+	ai

4) a	+	b	-	2abi	=	5	-	12i

 2. ให้้ห้�ผลลัพธี์ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) (3,	-7)	+	(-6,	11)

2) (8,	-8)(5,	4)

3) 2(4	+	i)	+	(12	-	15i)

4)	 (4	-	3i)	-	(-2	+	i)

 3. ให้้ห้�ต่ัวผกผันก�รืบวกขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) 4	-	4i	 2)	 -	  3	+	  3	i

3) (1	-	i)2 4)	 (1	+	i)2

 4. ให้้ห้�ต่ัวผกผันก�รืคู่่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) -   2	+	i	 2)	 2(1	-	3i)

3)	 -	  2	i(  2	+		  3	i)	 4)	 	  6 -   8	i

 5. กำ�ห้นดั z1 = 7 + 3i และ z2 = 5 - 2i ให้้ห้�คู่��ขีอง

1) z1	 2)	 z2

3) z1 +	z2	 4)	 z1	+	z2

5) z1z2	 6)	 z1 z2

ลองทำ�ดู

ระดับพื้นฐ�น

แบบฝกทักษะ	 1.2
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 12. ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำี�สัอดัคู่ล้องกับสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

  1) z(1	+	i)	=	z(2	-	i)	+	3	+	2i

  2) zz	+	2z	=	4	-	2i
  3) (3	+	2i)(-4	-	3i)z	=	-1	+	i

  4) (2	-	i)2(-3	+	5i)2z	=	2	+	3i

  5) z	-	(1	-	i)(2	-	i)	=	2	+	6i

 6. ให้้ห้� (5 - 4i)(2 - i)(6 + 13i)

 7. ให้้ห้�ต่ัวผกผันก�รืบวกขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 3(1 + 2i) - 2(2 - i)

 8. ให้้ห้�ต่ัวผกผันก�รืคู่่ณขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

	 	 1)	 (3	+	5i)2	-	(3	-	5i)2 2)	 3(1	+	i)4

  3)	 (2	+	3i)2	-	(1	-	4i)2	 4)	 4(3	-	2i)3

 9.  ให้้เขีียนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�ในรื่ป a + bi เมื่ื�อ a, b∊∊RR

  1) 1
4	+	3i	 2)	 2	+	3i

8i

  3) 3	+	i
5	-	i 	 4)	 1	+	7i

1	-	8i
  5) i

  3	+			3	i
	 6)	 2i	-	 1

1	+	i

 10. ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำี�สัอดัคู่ล้องกับสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

  1) (4	+	i)z	=	4	-	2i	 2)	 (3	-	i)z	-	i	=	2	+	i
  3) z(9	-	i)	=	(1	-	i)2	 4)	 z(3	+	4i)	=	3(1	+	i)

 11.  กำ�ห้นดั z1 = 2 + 7i และ z2 = 4 - 5i ให้้ห้�คู่��ขีอง

 1) Re(z1	+	z2)	 	 	 2)	 Re(z1 - 2z2)

 3) Im(3z1	+	4z2)	 	 	 4)	 Im	(
z1	
z2)

ระดับกล�ง

ระดับท้�ท�ย
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	 เน่�องจากจำานวนเช่ิงซ้้อน	คำ่อ	จำานวนที่ี�เขียนอย่่ในร่ป็คำ่่อันด้ับ	(a,	b)	หุร่อในร่ป็	a	+	bi	โด้ยที่ี�	

a	เป็็นส่วนจริง	แล่ะ	b	เป็็นส่วนจินตภาพิ	ด้ังนั�น	สามื่ารถแที่นจำานวนเช่ิงซ้้อน	(a,	b)	ใด้	ๆ 	ด้้วย

จุด้บนระนาบในระบบพิิกัด้ฉาก

1.	 ระนาบัเชิิงซ้้อน	(Complex	Plane)
	 นักเรียนสามื่ารถกำาหุนด้จุด้หุร่อเวกเตอร์บนระนาบในระบบพิิกัด้ฉากแที่นจำานวนเช่ิงซ้้อน 

โด้ยเรียกแกน	X	หุร่อแกนนอนว่า	แกนจำรืิง (real axis)	เรียกแกน	Y	หุร่อแกนตั�งว่า	แกนจำินต่ภ�พ 

(imaginary axis)	แล่ะเรียกระนาบที่ี�ป็ระกอบด้้วยแกนที่ั�งสองว่า	รืะน�บเชิิงซ้้อน

	 กำาหุนด้	z	=	a	+	bi	จะได้้จุด้	(a,	b)	หุร่อเวกเตอร์ที่ี�มื่ีจุด้	(0,	0)	เป็็นจุด้เริ�มื่ต้น	แล่ะจุด้	(a,	b)	 

เป็็นจุด้สิ�นสุด้	ด้ังร่ป็

(0,	0) (0,	0)

z(a,	b) z(a,	b)

a a

b b

Y Y

X X

ให้้เขีียนจำุดัในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งแทำนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

(4, 0), (3, 5), (0, 3), (-4, -2), (-5, -3), (0, -1), (2, -5), (-3, 4)

วิธีีทำำ�

(0,	-1)
(-4,	-2)

(-5,	-3)

(2,	-5)

(4,	0)

(0,	3)
(-3,	4)

(3,	5)

0

Y

X

1.3  กร�ฟและค่�สัมบูรณ์ของจำ�นวนเชิงซ้อน 
(Graph and Absolute Value of Complex Number)

ตัวอย่�งที่	 13
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ใหุ้เขียนจุด้ในระนาบเช่ิงซ้้อน	ซ้ึ�งแที่นจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็นี�

(1,	2),	(-1,	3),	(-2,	0),	(0,	-2),	(-2,	5),	(1,	0),	(4,	-4),	(-3,	-4)

ใหุ้เขียนเวกเตอรในระนาบเช่ิงซ้้อน	ซ้ึ�งแที่นจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็นี�

3	-	i,	-1	-	i,	i(2	+	i),	i2(4	-	2i)

ให้้เขีียนเวกเต่อรืในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งแทำนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

3 + 5i, -4 + 4i, i(-5 - i), i2(3 + 3i)

วิธีีทำำ�	 i(-5	-	i)	 =		-5i	-	i2

	 	 =		-5i	-	(-1)

	 	 =		-5i	+	1

	 	 =		1	-	5i

 i2(3	+	3i) =		3i2	+	3i3

  =		3(-1)	+	3(-i)

	 	 =		-3	-	3i

	 กราฟของ	3	+	5i,	-4	+	4i,	1	-	5i	แล่ะ	-3	-	3i	แที่นด้้วยเวกเตอร์ที่ี�มื่ีจุด้	(0,	0)

	 เป็็นจุด้เริ�มื่ต้นแล่ะจุด้	(3,	5),	(-4,	4),	(1,	-5)	แล่ะ	(-3,	-3)	เป็็นจุด้สิ�นสุด้	ตามื่ล่ำาด้ับ

(-3,	-3)

(1,	-5)

(-4,	4)
(3,	5)

0

Y

X

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 14

ลองทำ�ดู
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2.		ค่าสัมบัูรณิ์ของจำนวนเชิิงซ้้อน	(Absolute	Value	of	Complex	
Number)

	 เน่�องจากจำานวนเช่งิซ้อ้นสามื่ารถเขยีนแที่นด้ว้ยเวกเตอรซ์้ึ�งมื่ทีี่ศิที่างแล่ะขนาด้	ดั้งนั�น	ขนาด้

ของเวกเตอร์	คำ่อ	คำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ด้ังบที่นิยามื่

 กำ�หนด้ z = a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง

 คื��สั่มื่บ่รูณ์ (absolute value หรูือ modulus) ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z

 เขี่ยนแที่นด้้วยส่ัญลักษณ์ ∙∙z∙∙ โด้ยที่่�

∙∙z∙∙ = ∙∙a + bi∙∙ =    a2
 + b

2

บทนิยาม

  คู่าสัมบูรณ์ของจำ�านวนเชิงซ้อน

 กำ�หนด้ z และ w เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน จำะได้้ว��

 1. ∙z∙2 = zz

 2. ∙z∙ = ∙-z∙ = ∙z∙

 3. ∙zw∙ = ∙z∙∙w∙

 4. ∙z + w∙ ≤ ∙z∙ + ∙w∙

 5. ∙z - w∙ ≥ ∙z∙ - ∙w∙

 6.  
z

w
  = 

∙z∙
∙w∙

 เมื่่อ w ≠ 0

 7. ∙z∙-1 =  1
z
  = 

1

∙z∙
 เมื่่อ z ≠ 0

 8. ∙zn∙ = ∙z∙n เมื่่อ z ≠ 0 และ n เป็นจำำ�นวนเต็มื่

 9. ∙z∙ = 0 ก็ต�อเมื่่อ z = 0

สมบัติ

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�	 	 จำานวนเช่ิงซ้้อน	z	=	a	+	bi	เมื่่�อนำามื่าเขียนแที่นด้้วยเวกเตอร์บนระนาบ

จะมื่ีคำวามื่หุมื่ายที่างเรขาคำณิต	ด้ังน้�

1.	z	=	a	+	bi	เป็็นเวกเตอร์ที่ี�มื่ีจุด้เริ�มื่ต้นที่ี�จุด้กำาเนิด้	(0,	0)	แล่ะมื่ีจุด้สิ�นสุด้ที่ี�จุด้	(a,	b)

2.	∙z∙ =    a2	+	b2 เป็็นระยะหุ่างระหุว่างจุด้กำาเนิด้	(0,	0)	กับจุด้	(a,	b)

3.		ถ้าจุด้	z	=	a	+	bi	แล่ะจุด้	w	=	c	+	di	แล่้ว	∙z	-	w∙ =    (a	-	c)2	+	(b	-	d)2	เป็็นระยะหุ่างระหุว่าง
จุด้ที่ั�งสอง
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	 ต่อไป็น้�จะพิิส่จน์สมื่บัติของคำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	จากข้อ	1.-3.	ด้ังน้�

	 กำาหุนด้	z	แล่ะ	w	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	โด้ยที่ี�	z	=	a	+	bi	แล่ะ	w	=	c	+	di	เมื่่�อ	a,	b,	c 

แล่ะ	d	เป็็นจำานวนจริง	จะได้้ว่า

	 1.	 จะได้้ว่า	 zz =  (a	+	bi)(a	-	bi)

    =  a2	+	b2

    =  (  a2	+	b2)2

    =  ∙z∙2

	 	 ด้ังนั�น	∙z∙2	=	zz

	 2.	 จะได้้ว่า	 ∙z∙ =  ∙a	+	bi∙  =    a2	+	b2

   ∙-z∙ =  ∙-a	-	bi∙ =    (-a)2	+	(-b)2 =    a2	+	b2

  แล่ะ ∙z∙ =  ∙a	-	bi∙ =    a2	+	(-b)2  =    a2	+	b2

	 	 ด้ังนั�น	 ∙z∙ =  ∙-z∙ = ∙z∙

	 3.	 จะได้้ว่า	 ∙zw∙ =  ∙(a	+	bi)(c	+	di)∙

    =  ∙(ac	-	bd)	+	(bc	+	ad)i∙

    =    (ac	-	bd)2	+	(bc	+	ad)2

    =     a2c2	-	2abcd	+	b2d2	+	b2c2	+	2abcd	+	a2d2

    =    (a2c2	+	a2d2)	+	(b2c2	+	b2d2)

    =    a2(c2	+	d2)	+	b2(c2	+	d2)

    =    (a2	+	b2)(c2	+	d2)

    =    a2	+	b2 •   c2	+	d2

    =  ∙z∙∙w∙

	 	 ด้ังนั�น	∙zw∙ = ∙z∙∙w∙

Thinking TimeThinking Time

	 นักเรียนจะพิิส่จน์สมื่บัติของ 

คำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน 

ข้อ	8.	ได้้อย่างไร
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ให้้ห้�คู่��สััมื่บ่รืณ์ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) -6i  2) -6	+	5i 3) (7	+	i)(2	-	i) 4) 3	+	4i
1	-			3	i

วิธีีทำำ� กำาหุนด้	z	แล่ะ	w	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	แล่ะ	z	=	a	+	bi

 1) จาก ∙z∙ =   a2	+	b2

	 	 จะได้้ว่า	 ∙-6i∙ =   02	+	(-6)2

    =   36

	 	 	 	 =	 6

	 	 ด้ังนั�น	คำ่าสัมื่บ่รณ์ของ	-6i	คำ่อ	6

 2) จาก ∙z∙ =   a2	+	b2

	 	 จะได้้ว่า	 ∙-6	+	5i∙ =   (-6)2	+	52

    =   61

	 	 ด้ังนั�น	คำ่าสัมื่บ่รณ์ของ	-6	+	5i	คำ่อ			61

 3) จาก ∙z∙ =   a2	+	b2		แล่ะ		∙zw∙  =  ∙z∙∙w∙

	 	 จะได้้ว่า	 ∙(7	+	i)(2	-	i)∙ = ∙7	+	i∙∙2	-	i∙

    =   72	+	12 •   22	+	(-1)2

    =   50	•   5

    = 5   10

	 	 ด้ังนั�น	คำ่าสัมื่บ่รณ์ของ	(7	+	i)(2	-	i)	คำ่อ	5			10

 4) จาก ∙z∙ =   a2	+	b2		แล่ะ		 zw   =  ∙z∙
∙w∙

  เมื่่�อ	w	≠	0

	 	 จะได้้ว่า	  3	+	4i
1	-			3	i

  = ∙3	+	4i∙
∙1	-			3	i∙

 

    =   32	+	42

  12	+	(-			3)2

    = 5
2

	 	 ด้ังนั�น	คำ่าสัมื่บ่รณ์ของ	 3	+	4i
1	-			3	i

	คำ่อ	52

ตัวอย่�งที่	 15
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ใหุ้หุาคำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�

1)	 5i	 	 2)	 4	-	3i	 3)	 (1	+	  3	i)(3	-	2i)	 4)	 4	-	2i3	+	i

3.		กี่ารใชิ้กี่ราฟแสดงคำติอบัของสมกี่ารหรืออสมกี่ารค่าสัมบัูรณิ์ 
ของจำนวนเชิิงซ้้อน

	 จากหุัวข้อคำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	 นักเรียนจะได้้นำาคำวามื่ร่้มื่าใช่้ในการเขียนกราฟ

ของสมื่การแล่ะอสมื่การคำ่าสัมื่บ่รณ์ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	 เพิ่�อใหุ้สอด้คำล่้องกับแกนจริง	 (X)	 แล่ะ 

แกนจินตภาพิ	(Y)	โด้ยมื่ีหุล่ักการเขียนกราฟ	ด้ังน้�

	 1.	 เป็ล่ี�ยน	z	ใหุ้อย่่ในร่ป็	x	+	yi
	 2.	 จดั้ร่ป็สมื่การใหุม่ื่	เพิ่�อพิจิารณาว่า	กราฟค่ำาสมัื่บร่ณ์ของจำานวนเช่งิซ้้อนเป็็นกราฟช่นดิ้ใด้	

ให้้เขีียนกรื�ฟแสัดังจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำั�งห้มื่ดัในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งสัอดัคู่ล้องกับสัมื่ก�รื

∙∙z - 1 - 2i∙∙ = ∙∙z - i∙∙

วิธีีทำำ� กำาหุนด้	z	=	x	+	yi	เมื่่�อ	x	แล่ะ	y	เป็็นจำานวนจริง
	 จาก		 ∙z	-	1	-	2i∙ = ∙z	-	i∙

 จะได้้ว่า	 ∙x	+	yi	-	1	-	2i∙ = ∙x	+	yi	-	i∙
  ∙(x	-	1)	+	(y	-	2)i∙ = ∙x	+	(y	-	1)i∙

    (x	-	1)2	+	(y	-	2)2  =   x2	+	(y	-	1)2 

  x2 - 2x	+	1	+	y2	-	4y	+	4	 =	 x2	+	y2	-	2y	+	1

  x	+	y	-	2	 =	 0
	 ด้ังนั�น		เซ้ตของจดุ้ที่ั�งหุมื่ด้ในระนาบเช่งิซ้อ้นซ้ึ�งสอด้คำล่อ้งกบัสมื่การ	∙z	-	1	-	2i∙ = ∙z	-	i∙ 

คำ่อ	เซ้ตของจุด้ที่ี�อย่่บนเส้นตรงซ้ึ�งตัด้แกนจริงที่ี�จุด้	(2,	0)	แล่ะตัด้แกนจินตภาพิ

ที่ี�จุด้	(0,	2)	ด้ังร่ป็

กราฟแสด้งจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ั�งหุมื่ด้ที่ี�สอด้คำล่้องกับสมื่การ	∙∙z	-	1	-	2i∙∙ = ∙∙z	-	i∙∙

(2,	0)

(0,	2)

0

x	+	y	-	2	=	0

Y

X

ลองทำ�ดู
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ใหุ้เขียนกราฟแสด้งจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	ที่ั�งหุมื่ด้ในระนาบเช่ิงซ้้อน	ซ้ึ�งสอด้คำล่้องกับสมื่การ

∙z	+	3∙ = ∙z	+	2i∙

ใหุ้เขียนกราฟแสด้งจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	ที่ั�งหุมื่ด้ในระนาบเช่ิงซ้้อน	ซ้ึ�งสอด้คำล่้องกับอสมื่การ

∙z	-	2i∙ < 2

ให้้เขีียนกรื�ฟแสัดังจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำั�งห้มื่ดัในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งสัอดัคู่ล้องกับอสัมื่ก�รื

∙∙z - 3∙∙ < 2

วิธีีทำำ�  กำาหุนด้	z	=	x	+	yi	เมื่่�อ	x	แล่ะ	y	เป็็นจำานวนจริง
	 จาก	 ∙z	-	3∙ < 2

	 จะได้้ว่า	 ∙x	+	yi	-	3∙ < 2

  ∙(x	-	3)	+	yi∙ < 2

    (x	-	3)2	+	y2  < 2

  (x	-	3)2	+	y2 < 22

 ด้ังนั�น		เซ้ตของจุด้ที่ั�งหุมื่ด้ในระนาบเช่ิงซ้้อนซ้ึ�งสอด้คำล่้องกับอสมื่การ	∙z	-	3∙ <	2	คำ่อ	

เซ้ตของจุด้ที่ั�งหุมื่ด้ที่ี�อย่่ภายในวงกล่มื่ที่ี�มื่ีจุด้ศ่นย์กล่างอย่่ที่ี�จุด้	(3,	0)	แล่ะรัศมื่ี

ยาว	2	หุน่วย	ด้ังร่ป็

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 17

ลองทำ�ดู

กราฟแสด้งจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ั�งหุมื่ด้ที่ี�สอด้คำล่้องกับอสมื่การ	∙∙z	-	3∙∙ < 2

Y

(3,	0)0 X
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ระดับพื้นฐ�น

แบบฝกทักษะ	 1.3

 1. ให้้เขีียนจำุดัในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งแทำนดั้วยจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) (2,	-4),	(0,	-5),	(-5,	1),	(-3,	2)

2) (-1,	-3),	(4,	-5),	(3,	3),	(-4,	0)

	 3)	 -5	+	i,	3	-	2i,	-4	-	i,	-3

	 4)	 -1	+	2i,	3	+	2i,	2	+	4i,	3i

 2.  กำ�ห้นดั z = 3 - i ให้้เขีียนเวกเต่อรื์ในรืะน�บเชิิงซ้้อน ซ้่�งแทำนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

	 1)	 z	-	1	+	i,	zi,	2z	+	i

  2) z(3	-	i),	i(z	+	i),	z	-	i

	 	 3)	 z2(2	+	3i),	2i(z	-	3i)2,	3i(z2	+	2i)

 3. ให้้ห้�คู่��สััมื่บ่รืณ์ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) -8	-	15i	 	 	 2)	 (4	+	3i)	-	(7	-	2i)

3) (2	-	i)(3	+	3i)	 	 	 4)	 5i(8	+	i)(1	-	2i)

5) (4	-	5i)(2	-	3i)
(1	+	5i)    6)	 (1	-	4i)(3	+	5i)

(4	-	i)(5	+	3i)

7) (1	+	i)25

(1	-	i)30
	 	 	 8)	 (13i)4

(5	-	12i)7

	 9) (1	+	2i)15(3	-	4i)18

(3	+	4i)9(1	-	2i)12    10)	 (7i)6(7	-	4i)5

(5i)3(3	+	2i)4

 4. กำ�ห้นดั z = 2 - 3i ให้้ห้�คู่��สััมื่บ่รืณ์ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) ∙z∙	 	 	 2)	 ∙z∙

	 3)	 ∙z2∙	 	 	 4)	 ∙zz∙

	 5)	 ∙z	-	i∙2	 	 	 6)	 ∙z	+	z∙

	 7)	 ∙z	-	z∙	 	 	 8)	 ∙z-1∙
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ให้้นักเรืียนถ้อดัรืห้ัสัขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้� โดัยกำ�ห้นดัต่�รื�งก�รืถ้อดัรืห้ัสั ดัังน้ี�

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A U R O N C M E B P

∙4i∙ -i2 (3i)(-2i)

? ? ? ? ? ?

รืห้ัสัลับทำี� 1

รืห้ัสัลับทำี� 2

? ? ? ? ? ? ?

รืห้ัสัลับทำี� 3

∙(1	+	i)2∙ 3	+	0i (4	-	5i)	+	(2	+	5i) 0	-	0i

7 ∙   2 +	  3 i∙∙1 +	2i∙   4	-	4	i
  2

  

? ? ? ? ?

(3	+	  -4 )	-	(1	+	2i)

9	+	0i ∙  -25	-	5i∙2

∙6	+	  13	i∙

∙-3i∙2

∙(2 -   3 i)(2	+	  3 i)∙ (2	+	2i)(2	-	2i)

  4	+	2i
  3	+	  2	i
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	 ในหัุวข้อน้�	 นักเรียนจะได้้ศึกษารากทีี่�สองของจำานวนเชิ่งซ้้อนใด้	ๆ 	 แล่ะการหุาคำำาตอบของ

สมื่การกำาล่ังสองที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็็นจำานวนจริง

	 กำาหุนด้	z	เป็น็จำานวนเช่งิซ้อ้น	รากที่ี�สองของ	z	คำอ่	จำานวนเช่งิซ้อ้น	w	ซึ้�ง	w2	=	z	แล่ะ	(-w)2	=	z	 

ถ้า	w	เป็็นรากที่ี�สองของ	z	แล่้ว	-w	จะเป็็นรากที่ี�สองของ	z	ด้้วย	ซ้ึ�งรากที่ี�สองของจำานวนเช่ิงซ้้อน

ที่ี�ไมื่่ใช่่ศ่นย์จะมื่ีเพิียงสองจำานวนเที่่านั�น

	 ในการพิิส่จน์ส่ตรเพิ่�อใช่้ในการหุารากที่ี�สองของจำานวนเช่ิงซ้้อนใด้	ๆ

	 กำาหุนด้	z	=	a	+	bi	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อน	ซ้ึ�ง	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนจริงที่ี�ไมื่่ใช่่ศ่นย์พิร้อมื่กัน 

แล่ะกำาหุนด้	w	=	x	+	yi	เป็็นรากที่ี�สองของ	z	โด้ยที่ี�	x	แล่ะ	y	เป็็นจำานวนจริง
	 ด้ังนั�น	 w2		=	 z

  (x	+	yi)2	 =	 a	+	bi
  (x2	-	y2)	+	2xyi	 =	 a	+	bi
	 จะได้้ว่า	 x2	-	y2 =	 a	 	 	 ......➀
	 แล่ะ	 2xy	 =	 b	 	 	 ......➁
	 จะได้้ว่า	 ∙(x	+	yi)2∙ = ∙a	+	bi∙ 

  x2	+	y2 =   a2	+	b2	 	 ......➂
	 นำาสมื่การ	➂	+	➀	จะได้้ว่า	 x2 = 1

2 (  a
2	+	b2	+	a)	แล่ะ

	 นำาสมื่การ	➂ - ➀	จะได้้ว่า	 y2 = 1
2 (  a

2	+	b2	-	a)

	 นั�นคำ่อ		x  =  ±    a
2	+	b2	+	a

2 		แล่ะ		y		=		±    a
2	+	b2	-	a

2
	 จาก	2xy	=	b	แล่ะ	b	≥	0	จะได้้ว่า	x ≥	0	แล่ะ	y	≥	0	หุร่อ	x ≤	0	แล่ะ	y	≤	0
	 ด้ังนั�น	รากที่ี�สองของ	z	=	a	+	bi	คำ่อ

     a
2	+	b2	+	a

2 	+			  a
2	+	b2	-	a

2 	i		แล่ะ		-		  a
2	+	b2	+	a

2  -     a
2	+	b2	-	a

2 	i

	 จาก	2xy	=	b	แล่ะ	b	<	0	จะได้้ว่า	x >	0	แล่ะ	y	<	0	หุร่อ	x <	0	แล่ะ	y	>	0
	 ด้ังนั�น	รากที่ี�สองของ	z	=	a	+	bi	คำ่อ

     a
2	+	b2	+	a

2  -     a
2	+	b2	-	a

2 	i		แล่ะ		-		  a
2	+	b2	+	a

2 	+			  a
2	+	b2	-	a

2 	i

1.4  ร�กที่สองของจำ�นวนเชิงซ้อน 
(Square Root of Complex Number)
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 5.  ให้้เขีียนกรื�ฟแสัดังจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำั�งห้มื่ดัในรืะน�บเชิิงซ้้อนซ้่�งสัอดัคู่ล้องกับสัมื่ก�รื 

และอสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

 1) ∙z	-	i∙	=	3	 	 	 2)	 ∙z	+	2	-	i∙ = ∙z	-	1∙

	 3)	 ∙z	+	4	-	i∙ ≤	1	 	 	 4)	 ∙z	-	1	+	3i∙ > 2

	 5)	 ∙z	-	2	-	3i∙ <	2	 	 	 6)	 ∙z	+	2	-	4i∙ ≥ 2

	 7)	 Im(z) ≥	-1	 	 	 8)	 Re(z) ≤ -4

	 9)	 Im(z	+	i) =	4	 	 	 10)	 Re(z	-	i) > -5

 6. กำ�ห้นดัจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ให้้แสัดังว�� ∙∙z∙∙ =   zz

 7. กำ�ห้นดัจำำ�นวนเชิิงซ้้อน z และ w ให้้แสัดังว�� ∙∙z - w∙∙2 = (z - w)( z - w )

 8. ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อนทำี�มื่ีสั�วนจำรืิงเทำ��กับสั�วนจำินต่ภ�พ และ zz = 2

 9. ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ต่�อไปน้�ทำี�ทำำ�ให้้

	 1)	 ∙z	-	3	+	i∙ = ∙z	+	i∙	แล่ะ	∙z∙ = 32
	 2)	  z	+	1z	-	2  	=	2	แล่ะ	zz = 9

	 3)	  z	-	3z	-	6  	=	1	แล่ะ	∙z2∙ = 854

	 4)	 ∙z(-1	-	i)∙ =   26	แล่ะ	∙z	+	1	-	i∙ = 5

	 	 5)	 ∙z2	-	2z	+	1∙ = ∙z2	+	2z	-	3∙	แล่ะ	∙z∙-1 =   2610

 10. ให้้ห้�จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z ทำี�มื่ี ∙∙z∙∙ มื่�กทำี�สัุดั จำ�กกรื�ฟขีอง ∙∙z + i∙∙ = 3

ระดับท้�ท�ย

ระดับกล�ง
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ใหุ้หุารากที่ี�สองของจำานวนต่อไป็น้�

1)	 -9 2)	 -2i

	 จากคำวามื่ร่	้เร่�อง	รากทีี่�สองของจำานวนจริงล่บ	นักเรียนสามื่ารถนำาไป็ใช้่หุาคำำาตอบของสมื่การ 

พิหุุนามื่กำาล่ังสอง	ax2	+	bx	+	c	=	0	เมื่่�อ	a,	b	แล่ะ	c	เป็็นจำานวนจริง	โด้ยพิิส่จน์	ด้ังน้�

	 จาก	 	 	 ax2	+	bx	+	c	 =	 0		โด้ยที่ี�	a	≠	0

	 จะได้้ว่า	 	 x2	+	ba x	+	
c
a	 =	 0

    (x2	+	ba x	+	
b2

4a2) - b2

4a2	+	
c
a =	 0

    (x	+	 b
2a)

2
 - (b

2	-	4ac
4a2 ) =	 0

	 ถ้า	b2	-	4ac	≥	0	จะได้้ว่า		 (x	+	 b
2a)

2
 - (  b2	-	4ac

2a )
2

	 =	 0

  (x	+	 b
2a	+	

  b2	-	4ac
2a )(x	+	 b

2a - 
  b2	-	4ac

2a )	 =	 0
  (x	+	b	+	  b2	-	4ac

2a )(x	+	b -   b2	-	4ac
2a )	 =	 0

	 ด้ังนั�น	x = -b -   b
2	-	4ac

2a 		หุร่อ		x = -b	+	  b
2	-	4ac

2a

 แต่ถ้า	b2	-	4ac	<	0	จะได้้ว่า		(x	+	 b
2a)

2
 - (4ac	-	b

2)(-1)
4a2 	 =	 0

    (x	+	 b
2a)

2
 - (  4ac	-	b2

2a 	i)
2

	 =	 0

    (x	+	 b
2a - 

  4ac	-	b2

2a 	i)(x	+	 b
2a	+	

  4ac	-	b2

2a 	i) =	 0
	 ด้ังนั�น	x = -b +   ∙b

2	-	4ac∙ i
2a 		หุร่อ		x = -b -   ∙b

2	-	4ac∙ i
2a

คำำาตอบของสมื่การพิหุุนามื่กำาล่ังสอง	ax2	+	bx	+	c	=	0	เมื่่�อ	a,	b,	c∊RR	แล่ะ	a ≠	0	คำ่อ

  x = -b ±   b2	-	4ac
2a  เมื่่�อ	b2	-	4ac ≥ 0

  x = -b ±   ∙b2	-	4ac∙ i
2a  เมื่่�อ	b2	-	4ac < 0

ลองทำ�ดู
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	 ซ้ึ�งเป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ต่อไป็น้�

ให้้ห้�รื�กทำี�สัองขีอง 8 + 6i

วิธีีทำำ�  กำาหุนด้	z	=	8	+	6i	เมื่่�อเที่ียบกับ	z	=	a	+	bi	จะได้้ว่า	a	=	8,	b	=	6	 

แล่ะ	r	=	  82	+	62 =   100	=	10

	 เน่�องจาก	b	≥	0	จะได้้ว่า	รากที่ี�สองของ	8	+	6i	คำ่อ	± (   r	+	a2  +				r	-	a2  i)
 ± (   10	+	82  +				10	-	82 	i) = ±(3	+	i)

	 	 	 =	 3	+	i	แล่ะ	-3	-	i
 ด้ังนั�น	รากที่ี�สองของ	8	+	6i	คำ่อ	3	+	i	แล่ะ	-3	-	i

ให้้ห้�รื�กทำี�สัองขีองจำำ�นวนต่�อไปน้�

1) -25  2) -8i

วิธีีทำำ� 1) กำาหุนด้	z	=	-25	เมื่่�อเที่ียบกับ	z	=	a	+	bi	จะได้้ว่า	a	=	-25,	b	=	0 

	 	 แล่ะ	r	=	  (-25)2	+	02 = 25

	 	 รากที่ี�สองของ	-25	คำ่อ	± (   25 - 252  +				25	+	252 	i) = ±5i

 2) กำาหุนด้	z	=	-8i	เมื่่�อเที่ียบกับ	z	=	a	+	bi	จะได้้ว่า	a	=	0,	b	=	-8 

	 	 แล่ะ	r	=	  02	+	(-8)2 = 8

  รากที่ี�สองของ	-8i	คำ่อ	± (   8	+	02  -    8	-	02 	i) = ±(2	-	2i)

 กำ�หนด้จำำ�นวนเชิิงซ้้อน z = a + bi เมื่่อ a และ b เป็นจำำ�นวนจำริูง และให้ r =   a2
 + b

2
  

 จำะได้้ว�� รู�กที่่�ส่องขีอง z คืือ

    ± (   r + a2
 +   

r - a

2
 i) เมื่่อ b ≥ 0

  ± (   r + a2
 -   

r - a

2
 i) เมื่่อ b < 0

ทฤษฎบีท

ตัวอย่�งที่	 18

ตัวอย่�งที่	 19

ใหุ้หุารากที่ี�สองของ	3	-	4i

ลองทำ�ดู
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ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	x3	-	1	=	0

ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	(1	+	i)x2	=	2	-	14i

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื (1 + i)x2 + 1 - 7i = 0

วิธีีทำำ�  จาก	(1	+	i)x2	+	1	-	7i	=	0

	 จะได้้ว่า		 x2 = -1	+	7i
1	+	i

  x2 = -1	+	7i
1	+	i  • 1	-	i1	-	i

  x2 = 6	+	8i
2

  x2	 =	 3	+	4i

	 หุารากที่ี�สองของ	3	+	4i	ได้้	ด้ังน้�

	 กำาหุนด้	z	=	3	+	4i	เมื่่�อเที่ียบกับ	z	=	a	+	bi	จะได้้ว่า	a	=	3	แล่ะ	b	=	4

	 แล่ะ	 r	 =	   a2	+	b2

   =   32	+	42

   = 5

	 เน่�องจาก	b	≥	0	จะได้้ว่า	รากที่ี�สองของ	3	+	4i	คำ่อ 

 ± (   5	+	32  +				5 - 32 	i) = ±(2	+	i)

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	2	+	i,	-2	-	i	}

 สมื่การกำาล่งัสองบางสมื่การทีี่�มื่สีมัื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็น็จำานวนเชิ่งซ้อ้น	นักเรียนอาจต้องใช้่ที่ฤษฎีบีที่	

การหุารากที่ี�สองของจำานวนเช่ิงซ้้อน	ด้ังตัวอย่างต่อไป็น้�

ตัวอย่�งที่	 22

ลองทำ�ดู

ลองทำ�ดู
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ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	x2	+	4x	+	11	=	0

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื x2 + 4x + 15 = 0

วิธีีทำำ�  จาก	x2	+	4x	+	15	=	0	เมื่่�อเที่ียบกับสมื่การ	ax2	+	bx	+	c	=	0	จะได้้ว่า	a	=	1 
	 b	=	4	แล่ะ	c	=	15

	 พิิจารณา		 b2	-	4ac	 =	 42	-	4(1)(15)		=		-44		ซ้ึ�ง	-44	<	0

	 จะได้้ว่า	 x = -4 ±   ∙42	-	4(1)(15)∙ i
2(1)

   = -4 ±    44	i
2

   = -2 ±    11	i

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-2	+				11	i,	-2	-				11	i	}

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื x3 + 27 = 0

วิธีีทำำ� จาก	 x3	+	27	 =	 0

	 จะได้้ว่า			(x	+	3)(x2 - 3x	+	9)	 =	 0
  x	+	3	=	0	 หุร่อ	 x2 - 3x	+	9	=	 0
	 ด้ังนั�น	 x	=	 -3	 หุร่อ	 x2 - 3x	+	9	=	 0
	 แล่ะจาก	x2 - 3x	+	9	=	0	เมื่่�อเที่ียบกับสมื่การ	ax2	+	bx	+	c	=	0	จะได้้ว่า	a	=	1,		
	 b	=	-3	แล่ะ	c	=	9

	 พิิจารณา	 b2	-	4ac	 =	 (-3)2	-	4(1)(9)	=	-27	ซ้ึ�ง	-27	<	0

	 จะได้้ว่า	 x = -(-3) ±   ∙(-3)2	-	4(1)(9)∙ i
2(1)

   = 3 ±   27	i
2

   = 3 ± 3   3	i
2

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{ -3, 32	+	
3   3
2 	i,	32 - 

3   3
2 	i }

ตัวอย่�งที่	 20

ตัวอย่�งที่	 21
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	 นอกจากจะเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็	a	+	bi	หุร่อ	(a,	b)	เมื่่�อ	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนจริง	

ยังสามื่ารถเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนได้้อีกร่ป็แบบหุนึ�งโด้ยใช่้ระบบพิิกัด้เช่ิงขั�ว	 เรียกจำานวนเช่ิงซ้้อน

ด้ังกล่่าวว่า	ร่ป็เช่ิงขั�ว	การเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�วจะช่่วยใหุ้การคำำานวณเกี�ยวกับการคำ่ณ	

การหุาร	การยกกำาล่ัง	n	แล่ะการหุารากที่ี�	n	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนเต็มื่บวก	ได้้สะด้วกแล่ะรวด้เร็วขึ�น

	 ระบบพิิกัด้เช่ิงขั�ว	 (polar	 coordinate	 system)	 เป็็นระบบที่ี�ใช่้บอกตำาแหุน่งของจุด้	 P 

บนระนาบอีกแบบหุนึ�ง	 ป็ระกอบไป็ด้้วยจุด้ขั�ว	 (pole)	 มีื่แกนนอนเป็็นแกนเชิ่งขั�ว	 (polar	 axis) 
ที่ี�จุด้	P	ใด้	ๆ 	บนระนาบจะมื่ีรังสีจากขั�วไป็ยังจุด้	P	นั�น	ใหุ้	O	เป็็นจุด้ขั�ว	เส้นรังสี	OX	เป็็นแกน 

เช่ิงขั�ว	สามื่ารถบอกตำาแหุน่งของจุด้	P	บนระนาบโด้ยคำ่่อันด้ับ	(r,	θ)	โด้ยที่ี�	r	เป็็นระยะที่ี�จุด้หุ่าง

จากจุด้ขั�ว	แล่ะ	θ	เป็็นขนาด้ของมืุ่มื่ที่ี�จุด้ขั�วของ	OP	กับแกนเช่ิงขั�ว	ด้ังร่ป็ที่ี�	1

OO

P(r,	θ)	หุร่อ	P(a,	b)P(r,	θ)

rr

Y

XX θθ

รื่ปทำี� 2รื่ปทำี� 1

	 ใหุ้มืุ่มื่ที่ี�วัด้จากแกนเช่ิงขั�วไป็ยังรังสี	 OP	 วัด้ที่วนเข็มื่นาฬิิกามื่ีขนาด้ของมืุ่มื่เป็็นจำานวนบวก	 

เมื่่�อนำาแกนเช่ิงขั�ววางบนแกน	X	 ของระบบพิิกัด้ฉาก	 โด้ยใหุ้จุด้ขั�วอย่่ที่ี�จุด้กำาเนิด้	O	 ด้ังร่ป็ที่ี�	 2	 

จะมื่ีคำวามื่สัมื่พิันธ์์ของระบบสองระบบ	ด้ังน้�

	 กำาหุนด้	(a,	b)	เป็็นพิิกัด้ฉากของจุด้	P	แล่ะ	(r,	θ)	เป็็นพิิกัด้เช่ิงขั�วของจุด้	P	

	 จะได้้ว่า	 a	 =	 r	cos	θ	 แล่ะ			 b	 =	 r	sin	θ

	 แล่ะ	 r	 =	   a2	+	b2	 แล่ะ	 tan	θ = b
a	เมื่่�อ	a	≠	0

	 จาก	 z	 =	 a	+	bi

	 จะได้้ว่า	 z	 =	 r	cos	θ	+	i(r	sin	θ)

	 นั�นคำ่อ	 z	 =	 r(cos	θ	+	i	sin	θ)	เรียกว่า	รื่ปเชิิงขีั�ว (polar form)	ของ	z

	 แล่ะเรียกมืุ่มื่	θ	ว่า	อ�รื์กิวเมื่นต่์ (argument)	ของ	z	ใช่้สัญล่ักษณ์	Arg	(z)

1.5  จำ�นวนเชิงซ้อนในรูปเชิงขั้ว 
(Polar Form of Complex Number)

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�  cos θ	+	i	sin	θ	สามื่ารถเขียนแที่นด้้วย	cis	θ
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 3. ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

	 1)	 x2	+	x	+	1	=	0	 	 	 2)	 x2	+	4x	+	5	=	0

	 3)	 2x2	+	4x	+	15	=	0		 	 4)	 3x2 - 2x	+	1	=	0

	 5)	 x3	-	64	=	0	 	 	 6)	 x3	+	125	=	0

	 7)	 4x2	+	2x	+	1	=	0	 	 	 8)	 x2	+	2x	+	4	=	0

 1. ให้้ห้�รื�กทำี�สัองขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

1) -7	 	 	 2)	 -25i

3) 16i	 	 	 4)	 -3	-	4i

5) 7	+	24i	 	 	 6)	 6	-	8i

7)	 1	+	  3	i	 	 	 8)	 5	-	12i

 2. ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

	 1)	 x2	+	25	=	0	 	 	 2)	 x2	+	32	=	0

	 3)	 x2	+	75	=	0	 	 	 4)	 x2	+	243	=	0

5) (2	-	3i)x2	-	(46	+	9i)	=	0 6)	 (1	-	i)x2	-	(7	-	7i)	=	0

	 7)	 (1	+	i)x2	-	(7	+	23i)	=	0	 8)	 (3	+	4i)x2	-	(21	-	72i)	=	0

 4. ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

	 1)	 x2	+	(1	+	2i)x	-	7	+	i	=	0

	 2)	 x2	+	(1	+	2i)x	-	(1	-	i)	=	0

	 3)	 x2	-	3ix	-	(3	+	i)	=	0

	 4)	 x2	+	(3	-	2i)x	+	2	-	3i	=	0

ระดับพื้นฐ�น

ระดับกล�ง

ระดับท้�ท�ย

แบบฝกทักษะ	 1.4
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	 หุามืุ่มื่ที่ี�รังสีที่ำากับแกน	X	จาก	tan	θ = ba = 
-1
1 	=	-1

	 จะได้้ว่า	 θ = 7π
4

	 นั�นคำ่อ	 	 w	 =				 2 (cos 7π4 	+	i	sin	7π4 )
 หุร่อ	 	 w	 =			 2	cis	7π4

กำาหุนด้	z	=		 3	-	i	แล่ะ	w	=		-		 2 -   2 i	บนระนาบเช่ิงซ้้อน	ใหุ้เขียนอย่่ในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 การเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�ว	 ที่ำาใหุ้การหุาผล่คำ่ณหุร่อผล่หุารของจำานวนเช่ิงซ้้อน	 

ที่ำาได้้ง่ายขึ�น	ซ้ึ�งเป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ต่อไป็น้�

 พิสั่จำน์	 1.	 z1z2	 =	 r1(cos θ1	+	i	sin	θ1)r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r1r2(cos θ1	+	i	sin	θ1)(cos	θ2	+	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r1r2[(cos	θ1cos θ2	-	sin	θ1sin	θ2)	+	i(sin	θ1cos θ2	+	cos	θ1sin	θ2)]

	 	 	 	 	 =	 r1r2[cos	(θ1	+	θ2)	+	i	sin	(θ1	+	θ2)]

	 	 	 2.	 1
z2

 = 1
r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

     = 1
r2(cos θ2	+	i	sin	θ2)

 • 
(cos θ2	-	i	sin	θ2)
(cos θ2	-	i	sin	θ2)

     = 
cos θ2	-	i	sin	θ2

r2(cos
2 θ2	+	sin

2 θ2)

     = 1
r2
 (cos θ2	-	i	sin	θ2)

	 	 	 	 	 =	 r2
-	1 (cos θ2	-	i	sin	θ2)

 กำ�หนด้ z
1
 = r

1
(cos θ

1
 + i sin θ

1
) และ z

2
 = r

2
(cos θ

2
 + i sin θ

2
) โด้ยที่่� z

1
 ≠ 0 

 และ z
2
 ≠ 0 จำะได้้ว��

 1. z
1
z
2
 = r

1
r
2
[cos (θ

1
 + θ

2
) + i sin (θ

1
 + θ

2
)]

 2. 
1

z
2

  = 
1

r
2

 (cos θ
2
 - i sin θ

2
) = r

2

-  1
(cos θ

2
 - i sin θ

2
)

 3. 
z
1

z
2

 = 
r
1

r
2

 [cos (θ
1
 - θ

2
) + i sin (θ

1
 - θ

2
)

 4. z
1
 = r

1
[cos (-θ

1
) + i sin (-θ

1
)]

ทฤษฎีบท

ลองทำ�ดู

 

 จำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�อย่่ในร่ป็

เช่ิงขั�ว	จะใช่้	θ	เป็็นมืุ่มื่ที่วน

เข็มื่นาฬิิกา	นั�นคำ่อ	θ >	0

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้�
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	 จากฟังก์ช่ันไซ้น์แล่ะฟังก์ช่ันโคำไซ้น์	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนเต็มื่ใด้	ๆ

	 จะได้้ว่า	 cos	(θ	+	2nπ)	 =	 cos	θ

	 แล่ะ	 sin	(θ	+	2nπ)	 =	 sin	θ

	 จาก	 z	 =	 r(cos	θ	+	i	sin	θ)

	 ด้ังนั�น		 r(cos	θ	+	i	sin	θ)	 =	 r[cos	(θ	+	2nπ)	+	i	sin	(θ	+	2nπ)]

	 แสด้งว่า	ถ้า	θ	เป็็นอาร์กิวเมื่นต์ของ	z	แล่้ว	θ	+	2nπ	เป็็นอาร์กิวเมื่นต์ของ	z	ด้้วย

	 นั�นคำ่อ	Arg	(z)	มื่ีคำ่าได้้หุล่ายคำ่า	สำาหุรับทีุ่กจำานวนเต็มื่	n

จุด้	P	ใด้	ๆ 	ในระบบพิิกัด้ฉาก	แที่นด้้วยคำ่่อันด้ับ	(a,	b)	เพิียง	1	จุด้เที่่านั�น	แต่จุด้	P	ใด้	ๆ  

ในระบบพิิกัด้เช่ิงขั�ว	แที่นด้้วยคำ่่อันด้ับ	(r,	θ)	มื่ากกว่า	1	จุด้	โด้ย	θ	มื่ีคำ่าได้้หุล่ายคำ่า

กำ�ห้นดั z = 1 +   3 i และ w = 1 - i บนรืะน�บเชิิงซ้้อน ให้้เขีียนอย่�ในรื่ปเชิิงขีั�ว

วิธีีทำำ� 	จากจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�กำาหุนด้	เขียนจุด้บนระนาบได้้	ด้ังร่ป็

Y

z	=	(1,			3)

w	=	(1,	-1)

π
3

7π
4

r
0 X

	 จาก			 z	 =	 1	+	  3 i	ซ้ึ�งมื่ี	a	=	1	แล่ะ	b	=	  3	เป็็นจุด้ที่ี�อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	1

	 จะได้้ว่า		 r		=	   12	+	(  3)2  =  2

	 หุามืุ่มื่ที่ี�รังสีที่ำากับแกน	X	จาก	tan	θ = ba = 
  3
1  =   3

	 จะได้้ว่า	 θ = π
3

 นั�นคำ่อ	 z	 =	 2	(cos π3	+	i	sin	
π
3) หุร่อ	z	=	2	cis	π3

 จาก			 w	 =	 1	-	i	ซ้ึ�งมื่ี	a	=	1	แล่ะ	b	=	-1	เป็็นจุด้ที่ี�อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	4

 จะได้้ว่า	 r	 =	   12	+	(-1)2 =    2

ตัวอย่�งที่	 23

พิิกััดเชิิงขั้ั�ว
 www.aksorn.com/simulation/mat09171
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กำาหุนด้	z1 =   3	-	3i	แล่ะ	z2	=	-2	+	2i	ใหุ้หุา	z1z2	แล่ะ	
z1
z2
	ในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 จาก	
z1
z2

 = 
r1
r2

 [cos	(θ1 - θ2)	+	i	sin	(θ1 - θ2)]

	 จะได้้ว่า	
z1
z2

 = 2   3
2  [cos (π6 - 

7π
4 )	+	i	sin	(π6 - 

7π
4 )]

   =   3 (cos 19π12 	-	i	sin	19π12 )

	 จากการคำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�ว	 ใหุ้นักเรียนพิิจารณาคำ่าของ	 z	 ยกกำาล่ัง	 n	 

เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนเต็มื่

	 กำาหุนด้	 z1	=	z			 =	 r	(cos	θ	+	i	sin	θ)

	 จะได้้ว่า	 z2	=	z	•	z	 =	 r	•	r	[cos	(θ	+	θ)	+	i	sin	(θ	+	θ)]

	 	 	 	 	 	 =	 r2 [cos	(2θ)	+	i	sin	(2θ)]

	 	 	 z3	=	z2 •	z	 =	 r2 •	r	[cos	(2θ	+	θ)	+	i	sin	(2θ	+	θ)]

	 	 	 	 	 	 =	 r3	[cos	(3θ)	+	i	sin	(3θ)]

   ︙

	 ด้ังนั�น		 zn	=	 rn	[cos	(nθ)	+	i	sin	(nθ)]	ซ้ึ�งเป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ของเด้อมื่ัวฟวร์

ให้้เขีียนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนขีอง (1 -   3 i)6 ในรื่ป a + bi โดัยใชิ้ทำฤษฎีีบทำขีองเดัอมื่ัวฟวรื์

วิธีีทำำ� จาก		z	 =	1	-	  3	i	จะได้้ว่า	a	=	1	แล่ะ	b	=	-	  3	อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	4

	 	 r	 =	  12	+	(-	  3)2	=	2	แล่ะ	tan	θ = -   31  = -   3	จะได้้ว่า	θ = 5π3
	 ด้ังนั�น	(1	-	  3	i)6 = 26 [cos	(6)(5π3 )	+	i	sin	(6)(5π3 )]
  =	64(cos	10π	+	i	sin	10π)

	 	 =	64[1	+	i(0)]	=	64

 ทฤษฎีีบทของเดอมัวฟวร์	(De	Moivre's	Theorem)

 กำ�หนด้ z = r(cos θ + i sin θ) เมื่่อ z ≠ 0 และ n เป็นจำำ�นวนเต็มื่บวก

 จำะได้้ว�� z
n
	=	r

n
 [cos (nθθ)	+	i	sin (nθθ)]

ทฤษฎีบท

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 25
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	 	 3.	 สำาหุรับทีุ่ก	ๆ 	จำานวนจริง	θ	จะได้้ว่า	cos	(-θ)	=	cos	θ	แล่ะ	sin	(-θ)	=	-sin	θ

	 	 	 ด้ังนั�น	 1
z2

 = 1r2
 (cos θ2	-	i	sin	θ2)	=	

1
r2
	[cos	(-θ2)	+	i	sin	(-θ2)]

    
z1
z2
	=	z1 • 

1
z2
	 =	r1(cos θ1	+	i	sin	θ1)	• 

1
r2
	[cos	(-θ2)	+	i	sin	(-θ2)]

      = 
r1
r2
	[cos	(θ1 - θ2)	+	i	sin	(θ1 - θ2)]

	 	 4.	 สำาหุรับทีุ่ก	ๆ 	จำานวนจริง	θ	จะได้้ว่า	cos	(-θ)	=	cos	θ	แล่ะ	sin	(-θ)	=	-sin	θ

	 	 	 ด้ังนั�น	 z1		=	r1(cos θ1	-	i	sin	θ1)

	 	 	 	 	 =	r1[cos	(-θ1)	+	i	sin	(-θ1)]

กำ�ห้นดั z1 = 3 +   3 i และ z2 =   2 -   2 i ให้้ห้� z1z2 และ 
z1 
z2

 ในรื่ปเชิิงขีั�ว

วิธีีทำำ� จาก	 z1	 =	 3	+	  3 i	จะได้้ว่า	a	=	3	แล่ะ	b	=	  3 อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	1

	 	 r1 =   32	+	(  3)2 = 2   3	แล่ะ	tan	θ =   33 	จะได้้ว่า	θ = π6
	 จะได้้ว่า	 z1	 =	 3	+	  3 i	=	2	  3 (cos π6	+	i	sin	

π
6)

	 จาก	 z2 =   2 -   2 i	จะได้้ว่า	a	=	  2	แล่ะ	b	=	-	  2 อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	4

	 	 r2 =    (  2)2	+	(-		  2)2	=	2	แล่ะ	tan	θ = -   2
  2

	=	-1	จะได้้ว่า	θ = 7π4

	 จะได้้ว่า	 z2 =   2 -   2 i	=	2	(cos 7π4 	+	i	sin	7π4 )
 จาก	 z1z2	 =	 r1r2[cos	(θ1	+	θ2)	+	i	sin	(θ1	+	θ2)]

	 จะได้้ว่า	 z1z2 = (2   3)(2)[cos (π6	+	
7π
4 )	+	i	sin	(π6	+	

7π
4 )]

   = 4   3 (cos 23π12 	+	i	sin	23π12 )

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้� 

	 จาก	z1z2	=	r1r2[cos	(θ1	+	θ2)	+	i	sin	(θ1	+	θ2)]	แล่ะ	
z1	
z2

 = 
r1	
r2
	[cos	(θ1 - θ2)	+	i	sin	(θ1 - θ2)]

	 	 จะได้้	Arg	(z1z2)	=	Arg	(z1)	+	Arg	(z2)	แล่ะ	Arg	(
z1	
z2)	=	Arg	(z1)	-	Arg	(z2)

ตัวอย่�งที่	 24
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 จากที่ฤษฎีีบที่ของเด้อมัื่วฟวร์	 zn	 =	 rn[cos (nθ)	 +	 i	sin (nθ)]	 นักเรียนสามื่ารถนำาไป็หุา 

รากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อนได้้	โด้ยเขียนรากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อนใหุ้อย่่ในร่ป็เช่ิงขั�ว	แล่้วใช่้ 

คำวามื่สัมื่พิันธ์์ของฟังก์ช่ันไซ้น์แล่ะโคำไซ้น์

	 	 	 sin	θ	 =	 sin	(θ	+	2kπ)

	 แล่ะ	 cos	θ = cos (θ	+	2kπ)	 เมื่่�อ	k	=	0,	1,	2,	...,	n	-	1

ให้้ห้�รื�กทำี� 3 ขีอง -27

วิธีีทำำ� กำาหุนด้	z	=	r(cos	θ	+	i	sin	θ)	เป็็นรากที่ี�	3	ของ	-27

	 แสด้งว่า	 	 r3(cos 3θ	+	i	sin	3θ)	 =	 -27

	 จากที่ฤษฎีีบที่ของเด้อมื่ัวฟวร์		 zn	 =	 rn[cos	(nθ)	+	i	sin	(nθ)]

	 จะได้้ว่า	 	 r3(cos 3θ	+	i	sin	3θ) = 27(cos π	+	i	sin	π)

	 นั�นคำ่อ	 r3	=	27	แล่ะ	cos	3θ	+	i	sin	3θ = cos π	+	i	sin	π

	 ด้ังนั�น		 r	 =	3		 แล่ะ	3θ = π	+	2kπ  เมื่่�อ	k	เป็็นจำานวนเต็มื่

	 	 	 θ = π3	+	
2kπ
3

	 เมื่่�อ		 k	=	0		จะได้้		θ1 = π
3

	 	 k	=	1		จะได้้		θ2 = π

	 	 k	=	2		จะได้้		θ3 = 5π
3

	 จาก	z	=	r(cos θ	+	i sin θ)	แที่น	r	=	3	แล่ะ	θ1, θ2, θ3

	 จะได้้ว่า	 	z1 =  3 (cos π3	+	i	sin	
π
3)

    =  3 (12	+	  32 	i)
    =  32	+	

3   3
2 	i

	 	 	 z2 =  3(cos π	+	i	sin	π)

	 	 	 	 =		3(-1	+	0)

    =  -3

1.6  ร�กที่	n	ของจำ�นวนเชิงซ้อน 
(The nth Roots of Complex Number)

ตัวอย่�งที่	 26

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 43

 4. ให้้เขีียนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนทำี�กำ�ห้นดัในรื่ป a + bi เมื่ื�อ a, b∊∊RR

  1)	 (1	-	 3	i)5   2)	 ( 2 - 2	i)7

  3)	 (1	-	i3 )
6    4)	 (cos	15	ำ	-	i	sin	15	ำ)3

  5)	 [2(cos	12	ำ	-	i	sin	12	ำ)]10	 6)	 [4(cos	80	ำ	+	i	sin	80	ำ)][5(cos	70	ำ	+	i	sin	70	ำ)]

	 	 7)	 8(cos	152	ำ	+	i sin	152	ำ)
2(cos	92	ำ	+	i	sin	92	ำ)

8)	 (cos	10	ำ	-	i	sin	10	ำ)-6

 1. ให้้เขีียนจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�ให้้อย่�ในรื่ปเชิิงขีั�ว และจำัดัมืุ่มื่ θθ ให้้เป็นจำำ�นวนบวก

  1) 3 - 3	i	 	 	 	 2)	   3	+	3i

  3) 1	+	i	 	 	 	 4)	 2	-	2	 3	i

  5) -   2 -   2	i	 	 	 6)	 -3	 2	+	 6	i

 2.  กำ�ห้นดั z1 =   2 +   2 i, z2 = -   2 +   2 i และ z3 = -   2 -   2 i เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อน 

ให้้ห้�คู่��ขีอง

	 	 1)	 Arg	(z1)	 	 	 	 2)	 Arg	(z2)

  3)	 Arg	(z2)	-	Arg	(z1)	 	 	 4)	 Arg	(
z3	-	z1
z2	-	z1)

 3. กำ�ห้นดั ∙∙z∙∙ = 3 และ Arg (z) = 5ππ6 , ∙∙w∙∙ = 4 และ Arg (w) = 3ππ2  ให้้ห้�คู่��ขีอง

	 	 1)	 zw		 	 	 	 2)	 z2w

	 	 3)	 z
w	 	 	 	 	 4)	 z

w2

ใหุ้	เขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนของ	(3	+	  3	i)5	ในร่ป็	a	+	bi	โด้ยใช่้ที่ฤษฎีีบที่ของเด้อมื่ัวฟวร์

ลองทำ�ดู

แบบฝกทักษะ	 1.5
ระดับพื้นฐ�น

ระดับกล�ง
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ใหุ้หุารากที่ี�	3	ของ	-i

	 จากที่ฤษฎีีบที่	จะได้้ว่า	รากที่ี�	4	ของ	-1	คำ่อ	

	 	 	 (-1)
1
4	=	1

1
4 [cos (1	+	2k4 ) π	+	i sin (1	+	2k4 ) π]

 เมื่่�อ		 k	=	0,	1,	2,	3

	 เมื่่�อ		 k	=	0			 จะได้้			 z0 = cos π4	+	i sin 
π
4 =   2

2 	+	  22  i
 เมื่่�อ		 k	=	1			 จะได้้			 z1  = cos 3π4 	+	i sin 3π4  = -   22 	+	  22  i
 เมื่่�อ		 k		=	2			 จะได้้			 z2 = cos 5π4 	+	i sin 5π4  = -   22  -   22  i
 เมื่่�อ		 k	=	3			 จะได้้			 z3 = cos 7π4 	+	i sin 7π4  =   2

2  -   22  i

ให้้ห้�รื�กทำี� 4 ขีอง -3 - 3   3 i

วิธีีทำำ� จาก	-3	-	3		 3	i	จะได้้ว่า	a	=	-3,	b	=	-3		 3,	r	=	6	แล่ะ	θ = 4π3  

	 กำาหุนด้	z	เป็็นรากที่ี�	4	ของ	-3	-	3		 3	i

	 นำาจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	มื่าเขียนในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 จาก	 	 	 z	 =	 (-3	-	3		 3	i)
1
4

	 จะได้้ว่า	 	 z	 =	 [6	(cos 4π3 	+	i	sin	4π3 )]
1
4

	 จากที่ฤษฎีีบที่	จะได้้ว่า	รากที่ี�	4	ของ	-3	-	3		 3	i	คำ่อ

   (-3 - 3   3	i)
1
4	=	6

1
4 [cos (π3	+	

kπ
2 )	+	i sin (π3	+	

kπ
2 )]

 เมื่่�อ		 k	=	0,	1,	2,	3

	 เมื่่�อ		 k	=	0			 จะได้้			 z0  = 
4  6	(cos π3	+	i sin 

π
3)   = 4		6 (12	+	  32  i)

 เมื่่�อ		 k	=	1			 จะได้้			 z1  = 
4  6	(cos 5π6 	+	i sin 5π6 )   = 4		6 (-   32 	+	12 i)

 เมื่่�อ		 k	=	2			 จะได้้			 z2  = 
4  6	(cos 4π3 	+	i sin 4π3 )   = 4		6 (- 12 -   32  i)

 เมื่่�อ		 k	=	3			 จะได้้			 z3  = 
4  6	(cos 11π6 	+	i sin 11π6 ) = 4		6 (  32  - 12 i)

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 28

จำำ�นวนเชิิงซ้้อน 45

ใหุ้หุารากที่ี�	3	ของ	8

	 	 	 z3 =  3 (cos 5π3 	+	i	sin	5π3 )

    =  3 (12 -   32 	i)
    =  32 - 

3   3
2 	i

	 นั�นคำ่อ	z1 = 
3
2	+	

3   3
2 	i,	z2	=	-3	แล่ะ	z3 = 

3
2 - 

3   3
2 	i

 ด้ังนั�น	รากที่ี�	3	ของ	-27	คำ่อ	-3,	32 - 
3   3
2 	i	แล่ะ	32	+	

3   3
2 	i

	 จากตัวอย่างที่ี�	 26	 นักเรียนใช่้ที่ฤษฎีีบที่ของเด้อมื่ัวฟวร์เกี�ยวกับการยกกำาล่ังสามื่ของ 

จำานวนเช่ิงซ้้อนเพิ่�อหุาคำ่ารากที่ี�	 3	 ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	 ด้ังนั�น	 การหุารากที่ี�	 n	 ที่ั�งหุมื่ด้ของ

จำานวนเช่ิงซ้้อน	z	เป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ต่อไป็น้�

	 จากที่ฤษฎีีบที่	เราใช่้สัญล่ักษณ์	z
1
n	แที่นรากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อน	z

	 จะได้้	 z
1
n	 =	 r

1
n [cos (θ	+	2kπn )	+	i sin (θ	+	2kπn )]

ให้้ห้�รื�กทำี� 4 ขีอง -1

วิธีีทำำ� จาก	-1	=	-1	+	0i	จะได้้ว่า	a	=	-1,	b	=	0,	r	=	1	แล่ะ	θ = π

	 กำาหุนด้	z	เป็็นรากที่ี�	4	ของ	-1

	 นำาจำานวนเช่ิงซ้้อน	z	มื่าเขียนในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 จาก	 z	 =	 (-1)
1
4

	 จะได้้		 z	 =	 (cos	π	+	i	sin	π)
1
4

 ถ้้� z = r(cos θ + i sin θ) และ z ≠ 0 แล้วรู�กที่่� n ขีอง z มื่่ที่ั�งหมื่ด้ n รู�กที่่�แตกต��งกัน 

 คืือ z
k
 = 

n r [cos ( θ + 2kπ 

n ) + i sin ( θ + 2kπ 

n )] เมื่่อ k = 0, 1, 2, ..., n - 1

ทฤษฎบีท

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 27
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 1. ห้�รื�กทำี� 4 ขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

  1) z	=	1	 	 	 	 2)	 z	=	-16

	 	 3)	 z	=	81i2	 	 	 	 4)	 z	=	-8i2

	 	 5)	 z	=	-1	+		 3	i	 	 	 6)	 z	=	-5	-	5  3	i

	 	 7)	 z	=	-16	+	16		3	i	 	 	 8)	 z	=	-		 2 -  6	i

	 เมื่่�อ	k	=	0		จะได้้		w0 =  4  3 (cos π4	+	i	sin	
π
4)

เมื่่�อ	k	=	1		จะได้้		w1 =  4  3 (cos 3π4 	+	i	sin	3π4 )
เมื่่�อ	k	=	2		จะได้้		w2 =  4  3 (cos 5π4 	+	i	sin	5π4 )
เมื่่�อ	k	=	3		จะได้้		w3 =  4  3 (cos 7π4 	+	i	sin	7π4 )

	 	 เน่�องจาก	Re(w)	<	0	แล่ะ		Im(w)	<	0	จะได้้ว่า	w	อย่่ในคำวอด้รันต์ที่ี�	4

	 	 นั�นคำ่อ	w	=	4  3 (cos 7π4 	+	i	sin	7π4 )
  จะได้้		 z

w = 3  3
4  3 [cos (π6 - 

7π
4 )	+	i	sin	(π6 - 

7π
4 )]

    = 3 4  3 [cos (2π12 - 
21π
12 )	+	i	sin	(2π12 - 

21π
12 )]

    = 3 4  3 [cos (- 19π12 )	+	i	sin	(- 19π12 )]
    = 3 4  3 (cos 19π12 	-	i	sin	19π12 )
  

ด้ังนั�น	ส่วนจินตภาพิของ z
w	คำ่อ	-sin	

19π
12

ระดับพื้นฐ�น

แบบฝกทักษะ	 1.6

จํานวนเชิงซอน 47

ใหุ้หุารากที่ี�	4	ของ	-2	+	2		 3	i

	 	 จากตัวอย่างที่ี�	28	จะเหุ็นว่า	รากที่ี�	4	ของ	-3	-	3		 3	i	มื่ี	4	คำำาตอบ	คำ่อ

	 z0  =  
4  6	(12	+	  32  i)				แล่ะ			∙z0∙  =    4  6	(12	+	  32  i)   =  4  6

	 z1  =  
4  6	(-   32 	+	12 i)	 แล่ะ			∙z1∙  =    4  6	(-   32 	+	12 i)  =  4  6

	 z2  =  
4  6	(- 12 -   32  i)	 แล่ะ			∙z2∙  =    4  6	(- 12 -   32  i)  =  4  6

	 z3  =  
4  6	(  32  - 12 i)	 แล่ะ			∙z3∙  =    4  6	(  32  - 12 i)    =  4  6

	 นั�นคำ่อ	∙z0∙ = ∙z1∙ = ∙z2∙ = ∙z3∙	แล่ะผล่บวกของ	z0	+	z1	+	z2	+	z3	=	0

กำ�ห้นดั z = 3   3 ((cos ππ6 + i sin 
ππ
6)) และ w เป็นรื�กทำี� 4 ขีอง 3 ((cos ππ2 + i sin 

ππ
2))

ถ้้� Re(w) < 0 และ Im(w) < 0 แล้วสั�วนจำินต่ภ�พขีอง zw เทำ��กับเทำ��ใดั

แนวคู่ิดั จากที่ฤษฎีีบที่	จะได้้	รากที่ี�	4	ของ	3	(cos π2	+	i	sin	
π
2)	คำ่อ

 [3 (cos π2	+	i	sin	
π
2) ] 

1
4
  =  3

1
4 [cos (π4	+	

kπ
2 )	+	i	sin	(π4	+	

kπ
2 )]

	 เมื่่�อ	k	=	0,	1,	2,	3

ลองทำ�ดู

คณิติน่่ารู้้�คณิติน่่ารู้้� 

	 1.	รากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อนใด้	ๆ 	จะมื่ี	n	ราก	(คำำาตอบ)

	 2.	ถ้า	z1,	z2,	z3, ...,	zn	เป็็นรากที่ี�	n	ของ	z	แล่้ว	∙z1∙ = ∙z2∙ = ∙z3∙ = ... = ∙zn∙

	 3.	ถ้า	z1,	z2,	z3, ...,	zn	เป็็นรากที่ี�	n	ของ	z	แล่้ว	z1	+	z2	+	z3	+	...	+	zn	=	0

แนวข้อสอบ A-LevelA-Level
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	 ฟังก์ช่ันพิหุุนามื่เป็็นฟังก์ช่ันที่ี�เขียนในร่ป็	p(x)	=	anx
n	+	an - 1x

n - 1	+	an - 2x
n - 2	+	...	+	a2x

2

+	a1x	+	a0	เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนเต็มื่บวก	แล่ะ	an,	an - 1,	an - 2, ...,	a2,	a1,	a0	เป็็นจำานวนจริง 

ถ้า	an ≠	0	จะกล่่าวว่าพิหุุนามื่มื่ีระด้ับขั�น	(degree)	n	เมื่่�อกำาหุนด้	p(x)	=	0	คำำาตอบของสมื่การ 
พิหุุนามื่จะเป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่ต่อไป็น้�

	 จากที่ฤษฎีีบที่หุล่ักมื่่ล่ของพิีช่คำณิต	จึงได้้อีกที่ฤษฎีีบที่หุนึ�ง	ด้ังน้�

 พิสั่จำน์	 กำาหุนด้	p(x)	=	anx
n	+	an - 1x

n - 1	+	an - 2x
n - 2	+	...	+	a2x

2	+	a1x	+	a0
	 	 	 เมื่่�อ	n	≥	1	โด้ยที่ฤษฎีีบที่หุล่ักมื่่ล่ของพิีช่คำณิต	จะได้้ว่า	สมื่การ	p(x)	=	0	มื่ีคำำาตอบ 
	 	 	 ทีี่�เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อนอย่างน้อยหุนึ�งคำำาตอบ

	 	 	 	กำาหุนด้	c1	เป็็นคำำาตอบ	จะได้้ว่า	x - c1	เป็็นตัวป็ระกอบหุนึ�งของ	p(x)	
	 	 	 ที่ำาใหุ้ได้้ว่า	p(x)	=	(x - c1)q(x)	=	0	เมื่่�อ	q(x)	เป็็นพิหุุนามื่ด้ีกรี	n	-	1
	 	 	 	ถ้า	n	-	1	≥	1	สมื่การ	q(x)	=	0	จะมื่ีคำำาตอบอย่างน้อยหุนึ�งคำำาตอบเช่่นเด้ียวกัน	

กำาหุนด้	c2	เป็็นคำำาตอบ	จะได้้ว่า	x - c2	จะเป็็นตัวป็ระกอบหุนึ�งของ	q(x)	ที่ำาใหุ้	
p(x)	=	(x - c1)(x - c2)r(x)	=	0	เมื่่�อ	r(x)	เป็็นพิหุุนามื่ด้ีกรี	n	-	2	ด้ำาเนินการ 
เช่่นเด้ียวกันไป็เร่�อย	ๆ 	 จนกระที่ั�งได้้คำำาตอบตัวที่ี�	 n	 ตัวป็ระกอบของ	 p(x)	 มื่ีด้ีกรี 
เป็็น	1	ที่ั�งหุมื่ด้	จะได้้ว่า

p(x)	=	(x - c1)(x - c2)(x - c3)	... (x - cn	-	1)(x - cn)	=	0
	 	 	 หุร่อคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้ของสมื่การ	p(x)	=	0	คำ่อ	c1, c2, c3, ..., cn
	 	 	 นั�นคำ่อ	สมื่การมื่ีคำำาตอบ	n	คำำาตอบ

 ทฤษฎีีบทหลักมูลของพีีชคูณิต	(Fundamental	Theorem	of	Algebra)	

  กำ�หนด้ p(x) เป็นพหุน�มื่ที่่�มื่่ส่ัมื่ปรูะส่ิที่ธิ์ิ�เป็นจำำ�นวนจำริูงและด้่กรู่มื่�กกว��หรืูอเที่��กับ 1 

จำะได้้ว�� ส่มื่ก�รู p(x) = 0 จำะมื่่คืำ�ตอบที่่�เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อนอย��งน้อยหนึ�งคืำ�ตอบ

ทฤษฎบีท

 ถ้้� p(x) เป็นพหุน�มื่ด้่กรู่ n เมืื่�อ n ≥ 1 แล้วส่มื่ก�รู p(x) = 0 

 จำะมื่่คืำ�ตอบที่ั�งหมื่ด้ n คืำ�ตอบ เมื่ื�อนับคืำ�ตอบที่่�ซ้ำ��กันด้้วย

ทฤษฎบีท

1.7  สมก�รพหุน�ม (Polynomial Equations)
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 2. ให้้ห้�คู่��รื�กขีองจำำ�นวนเชิิงซ้้อนต่�อไปน้�

	 	 1)	 i
1
3	 	 	 	 	 2)	 (-i)

1
3

	 	 3)	 (-1)
1
4	 	 	 	 4)	 16

1
6

	 	 5)	 (-27i)
1
3	 	 	 	 6)	 (-1	+	  3	i)

1
4

	 	 7)	 (-2	-	2   3	i)
1
4	 	 	 8)	 (-5 - 5   3	i2 )

1
4

 3.  ให้้ห้�คู่��ขีอง n เมื่ื�อกำ�ห้นดั n เป็นจำำ�นวนเต่็มื่บวกทำี�น้อยทำี�สัุดัทำี�ทำำ�ให้้สัมื่ก�รืต่�อไปน้� 

เป็นจำรืิง

  1)	 ( 1  2	+	
1
  2

	i)
n
	=	-1   2)	 ( 1  2	+	

1
  2

	i)
n
	=	1

  3)	 (  32 	+	12 i)
n

	=	-1   4)	 (  32 	+	12 i)
n

	=	1

  5)	 ( 1  2	+	
1
  2

	i)
n
	=	-i   6)	 ( 1  2	+	

1
  2

	i)
n
	=	i

  7)	 (  32 	+	12 i)	=	-i   8)	 (  32 	+	12 i)
n

	=	i

 4. ให้้ห้�รื�กทำี� 6 ขีอง -8

 5.  กำ�ห้นดั z1, z2, z3 เป็นรื�กขีองสัมื่ก�รื (z + 2i)3 = 8i  

ให้้ห้�คู่��ขีอง ∙∙z1∙∙ + ∙∙z2∙∙ + ∙∙z3∙∙

 6.  ให้้ห้�ผลบวกและผลคู่่ณขีองรื�กทำั�งห้มื่ดัขีองสัมื่ก�รื 

  z3 + 3z2 + 3z + 1 - i = 0

ระดับกล�ง

ระดับท้�ท�ย
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	 นอกจากที่ฤษฎีีบที่ตัวป็ระกอบ	ยังมื่ทีี่ฤษฎีบีที่เพิิ�มื่เติมื่ในการช่่วยหุาคำำาตอบของสมื่การพิหุนุามื่ 

ที่ี�เป็็นจำานวนตรรกยะได้้	ด้ังน้�

	 ใหุ้นักเรียนศึกษาการหุาคำำาตอบจากที่ฤษฎีีบที่ตัวป็ระกอบ	 แล่ะที่ฤษฎีีบที่ตัวป็ระกอบจำานวน 

ตรรกยะจากตัวอย่างต่อไป็น้�

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื 2x4 + 3x3 - x2 - 21x - 10 = 0

วิธีีทำำ� กำาหุนด้	p(x)	=	2x4	+	3x3 - x2	-	21x	-	10	มื่ี	an	=	2	แล่ะ	a0	=	-10
	 ตัวป็ระกอบของ	-10	ได้้แก่	±1,	±2, ±5, ±10	ซ้ึ�งเป็็นคำ่าของ	k

	 ตัวป็ระกอบของ	2	ได้้แก่	±1,	±2	ซ้ึ�งเป็็นคำ่าของ	m

	 จะได้้	จำานวนที่ี�อย่่ในร่ป็	 km	จากจำานวนด้ังกล่่าว

	 ที่ี�อาจที่ำาใหุ้	p	( km)	=	0	คำ่อ	±1,	±2, ±5, ±10,	± 12, ± 52
 พิิจารณา	p(2)	=	2(2)4	+	3(2)3	-	(2)2	-	21(2)	-	10	=	0

	 แล่ะ	p	(- 12) = 2 (- 12)
4
	+	3	(- 12)

3
 - (- 12)

2
	-	21(- 12)	-	10	=	0

	 นั�นคำ่อ	x	+	12	แล่ะ	x	-	2	เป็็นตัวป็ระกอบของ	p(x)	ซ้ึ�งจะมื่ีพิหุุนามื่

	 ที่ี�เป็็นคำำาตอบอีก	2	คำำาตอบ	ที่ี�หุาได้้จาก	p(x)	÷ (x	+	12)(x	-	2)	จะได้้ผล่ล่ัพิธ์์เป็็น
 2x2	+	6x	+	10

	 ด้ังนั�น		 2x4	+	3x3 - x2	-	21x	-	10	 =	 (x	+	12)(x	-	2)(2x2	+	6x	+	10)

    = (x	+	12)(x	-	2)(2)(x2	+	3x	+	5)

    = (2x	+	1)(x	-	2)(x2	+	3x	+	5)

  ทฤษฎีีบทตัวประกอบจำ�านวนตรรกยะ (Rational	Factor	Theorem) 
  กำ�หนด้ p(x) เป็นพหุน�มื่ a

n
xn

 + a
n
 
-
 
1
xn

 
-
 
1
 + a

n
 
-
 
2
xn

 
-
 
2
 + ... + a

2
x2

 + a
1
x + a

0
  

โด้ยที่่� n เป็นจำำ�นวนเต็มื่บวก และ a
n
, a

n
 
-
 
1
, a

n
 
-
 
2
, ..., a

2
, a

1
, a

0
 เป็นจำำ�นวนเต็มื่ ซ้ึ�ง a

n
 ≠ 0

  ถ้้� x - k

m
 เป็นตัวปรูะกอบขีองพหุน�มื่ p(x) โด้ยที่่� m และ k เป็นจำำ�นวนเต็มื่ ซ้ึ�ง m ≠ 0 

และ ห.รู.มื่. ขีอง m และ k คืือ 1 แล้ว m ห�รู a
n
 ลงตัว และ k ห�รู a

0
 ลงตัว

ทฤษฎีบท
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	 ใหุ้นักเรียนศึกษาการหุาคำำาตอบของสมื่การพิหุุนามื่จากตัวอย่างต่อไป็นี�

	 จากเร่�องระบบจำานวนจริง	 ที่ี�กล่่าวถึงที่ฤษฎีีบที่ตัวป็ระกอบ	 แล่ะที่ฤษฎีีบที่ตัวป็ระกอบ

จำานวนตรรกยะมื่าแล่้ว	ซ้ึ�งสามื่ารถนำามื่าช่่วยในการหุาคำำาตอบของสมื่การพิหุุนามื่ได้้	ด้ังน้�

ใหุ้หุาคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้ของสมื่การ	x(x2	+	1)(x	+	1)2(x2	-	2)3	=	0

ใหุ้หุาคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้ของสมื่การ	x4	+	9x2	-	112	=	0

ให้้ห้�คู่ำ�ต่อบทำั�งห้มื่ดัขีองสัมื่ก�รื (x + 1)(x - i)(x + i)(x - 3)2(x + 4)3 = 0

วิธีีทำำ�  จากสมื่การ	(x	+	1)(x	-	i)(x	+	i)(x	-	3)2(x	+	4)3	=	0	เป็็นสมื่การพิหุุนามื่	ซ้ึ�งมื่ีด้ีกรี 
เที่่ากับ	 8	 ดั้งนั�น	 มีื่คำำาตอบของสมื่การที่ั�งหุมื่ด้	 8	 คำำาตอบ	 ซ้ึ�งมีื่คำำาตอบแตกต่างกัน 

ที่ั�งหุมื่ด้	5	 ค่ำา	คำ่อ	 -1,	 i,	 -i,	 3,	 -4	 โด้ยที่ี�	 3	 เป็็นคำำาตอบซ้ำ�า	 2	คำ่า	 แล่ะ	 -4	 เป็็น 

คำำาตอบซ้ำ�า	3	คำ่า

ให้้ห้�คู่ำ�ต่อบทำั�งห้มื่ดัขีองสัมื่ก�รื x4 + 4x2 - 45 = 0

วิธีีทำำ�    x4	+	4x2	-	45	 =	 0

   (x2	-	5)(x2	+	9)	 =	 0

   (x -   5)(x	+		 5)(x	-	3i)(x	+	3i)	=	 0
   x =   5, -   5,	3i,	-3i

	 ด้ังนั�น	คำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้ของสมื่การ	คำ่อ		 5, -   5,	3i,	-3i

  ทฤษฎีีบทตัวประกอบ	(Factor	Theorem)	
 กำ�หนด้ p(x) เป็นพหุน�มื่ที่่�มื่่ด้่กรู่มื่�กกว��หรืูอเที่��กับ 1 

 จำะได้้ว�� พหุน�มื่ p(x) มื่่ x - c เป็นตัวปรูะกอบ ก็ต�อเมื่่อ p(c) = 0

ทฤษฎบีท

ตัวอย่�งที่	 29

ตัวอย่�งที่	 30

ลองทำ�ดู

ลองทำ�ดู
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	ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบที่ี�เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อนของสมื่การ	x4 - 2x3	+	x2	+	4x	-	6	=	0

   = (x4	+	x2)	+	(-2x3 - 2x)	+	(-2x2	-	2)

   = x2(x2	+	1)	-	2x(x2	+	1)	-	2(x2	+	1)

	 จะได้้	 p(x)	 =	 (x2	+	1)(x2 - 2x	-	2)
	 พิิจารณา	 p(x)	 =	 0
  (x2	+	1)(x2 - 2x	-	2)	 =	 0
	 จะได้้ว่า	 x2	+	1	 =	 0	 หุร่อ		x2 - 2x	-	2		=		0
	 ด้ังนั�น	 x = ±i	 หุร่อ		x2 - 2x	-	2		=		0
	 แล่ะจาก	x2 - 2x	-	2	=	0	เมื่่�อเที่ียบกับสมื่การ	ax2	+	bx	+	c	=	0 
	 จะได้้	a	=	1,	b	=	-2	แล่ะ	c	=	-2

	 จะได้้	 x = -(-2) ±   (-2)2	-	4(1)(-2)
2(1)

   = 2 ±     12
2   =  2 ±  2   3

2   =  1	±    3

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{ i,	-i,	1	+		 3, 1	-		 3	}

	 จากตวัอยา่งที่ี�	31	แล่ะ	33	เป็น็สมื่การที่ี�มื่สีมัื่ป็ระสทิี่ธ์ิ�เป็น็จำานวนจรงิ	จะเหุน็วา่	คำำาตอบที่ี�เป็น็

จำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�มื่ีส่วนจินตภาพิไมื่่เที่่ากับศ่นย์	จะเป็็นสังยุคำซ้ึ�งกันแล่ะกัน	 เป็็นไป็ตามื่ที่ฤษฎีีบที่

ต่อไป็น้�

  

 พิสั่จำน์	 	กำาหุนด้	p(x)	=	anx
n	+	an - 1x

n - 1	+	an - 2x
n - 2	+	...	+	a1x	+	a0	เมื่่�อ	n	เป็็น

จำานวนเต็มื่บวก	แล่ะ	a0,	a1,	a2, ...,	an	เป็็นจำานวนจริง	แล่ะ	an ≠	0	จะได้้ว่า

    p(z) = anz
n	+	an - 1z

n - 1	+	an - 2z
n - 2	+	...	+	a1z	+	a0

     = anz
n	+	an - 1z

n - 1	+	an - 2z
n - 2	+	...	+	a1z	+	a0

     = anz
n	+	an - 1z

n - 1	+	an - 2z
n - 2	+	...	+	a1z	+	a0

     = p(z)

   กำ�หนด้ p(x) เป็นพหุน�มื่ด้่กรู่มื่�กกว��หรืูอเที่��กับ 1 และสั่มื่ปรูะส่ิที่ธิ์ิ�ทีุ่กตัวเป็นจำำ�นวนจำริูง 

ถ้้� z เป็นคืำ�ตอบขีองส่มื่ก�รู p(x) = 0 แล้วสั่งยุคืขีอง z จำะเป็นคืำ�ตอบขีองส่มื่ก�รูด้้วย

ทฤษฎบีท
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ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	x3 - 4x2	+	24	=	0

	 หุาคำำาตอบของสมื่การ		x2	+	3x	+	5	=	0		โด้ยใช่้ส่ตร	x = -b	+	  b
2	-	4ac

2a

	 จะได้้	 x = -3 ±   32	-	4(1)(5)
2(1)

   = -3 ±    11	i
2

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{ - 12, 2, - 32 -   112 	i,	-	32	+	
  11
2 	i }

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบทำี�เป็นจำำ�นวนต่รืรืกยะขีองสัมื่ก�รื x4 - 2x3 - x2 - 2x - 2 = 0

วิธีีทำำ� กำาหุนด้	p(x)	=	x4 - 2x3 - x2 - 2x - 2
	 ตัวป็ระกอบของ	-2	ได้้แก่	±1,	±2	ซ้ึ�งเป็็นคำ่าของ	k

	 ตัวป็ระกอบของ	1	ได้้แก่	±1	ซ้ึ�งเป็็นคำ่าของ	m

	 จะได้้		จำานวนตรรกยะในร่ป็	 km	จากจำานวนด้ังกล่่าวที่ี�อาจที่ำาใหุ้	p	( km)	=	0	คำ่อ	±1 
แล่ะ	±2

	 เมื่่�อหุาคำ่าของ	p(1),	p(-1),	p(2)	แล่ะ	p(-2)	พิบว่า	ได้้ผล่ล่ัพิธ์์ไมื่่เที่่ากับศ่นย์

	 ด้ังนั�น	สมื่การพิหุุนามื่น้�ไมื่่มื่ีคำำาตอบของสมื่การที่ี�เป็็นจำานวนตรรกยะ

ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบทำี�เป็นจำำ�นวนเชิิงซ้้อนขีองสัมื่ก�รื x4 - 2x3 - x2 - 2x - 2 = 0

วิธีีทำำ�  เน่�องจากสมื่การ x4 - 2x3 - x2 - 2x	-	2	=	0	ไมื่่มื่ีคำำาตอบของสมื่การที่ี�เป็็น
จำานวนตรรกยะ

	 ด้ังนั�น	คำำาตอบของสมื่การอาจเป็็นจำานวนอตรรกยะหุร่อจำานวนเช่ิงซ้้อน

	 จาก		 p(x)	 =	 x4 - 2x3 - x2 - 2x - 2
   = x4 - 2x3 - 2x2	+	x2 - 2x - 2

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 32

ตัวอย่�งที่	 33

ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบที่ี�เป็็นจำานวนตรรกยะของสมื่การ	x4 - 2x3	+	x2	+	4x	-	6	=	0

ลองทำ�ดู
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กำาหุนด้	1	-	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	x4 - 2x3 - 3x2	+	10x	-	10	=	0
ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ

กำ�ห้นดั 1 -   2 i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 - 2x3 + 6x - 9 = 0 
ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

วิธีีทำำ� 	เน่�องจาก	1	-		 2	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	ด้ังนั�น	1	+		 2	i	จะเป็็นคำำาตอบ 

ของสมื่การด้้วย	จงึนำา	x	-	(1	-		 2	i)	แล่ะ	x	-	(1	+		 2	i)	ไป็หุารพิหุนุามื่ 

โด้ยวธิ์หีุารสงัเคำราะห์ุ

	 นั�นคำ่อ	 1	-		 2	i	 1	 -2	 0	 6	 -9

	 	 	 	 	 1	-   2	i	 -3	 -3	+	3		 2	i	 9

	 	 	 1	+   2	i	 1	 -1	-   2	i	 -3	 3	+	3		 2	i	 0

	 	 	 	 	 	1	+   2	i	 0	 -3	-	3		 2	i

	 	 	 	 1	 0	 -3	 0	

	 จะได้้ว่า		 	 x4 - 2x3	+	6x	-	9	 =	 0
	 	 	 [x	-	(1	-		 2	i)][x	-	(1	+		 2	i)](x2	-	3)	 =	 0

   (x	-	1	+		 2	i)(x	-	1	-		 2	i)(x -    3)(x	+	   3)	 =	 0
	 นั�นคำ่อ	x	=	1	-		 2	i	หุร่อ	x	=	1	+		 2	i	หุร่อ	x =    3	หุร่อ	x = -   3
	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-		 3,    3,	1	-		 2	i,	1	+		 2	i	}

กำ�ห้นดั 1 เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 + (1 - 2i)x3 - (3 + 2i)x2 - (1 - 4i)x + 2 = 0 
ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

วิธีีทำำ� เน่�องจาก	1	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	จึงนำา	x	-	1	ไป็หุารพิหุุนามื่
	 โด้ยวิธ์ีหุารสังเคำราะหุ์

	 นั�นคำ่อ	 1	 1	 1	-	2i	 -3	-	2i	 -1	+	4i	 2

	 	 	 	 1	 2	-	2i	 -1	-	4i	 -2

	 	 	 1	 2	-	2i	 -1	-	4i	 -2	 0

	 ได้้ผล่ล่ัพิธ์์	q(x)	=	x3	+	(2	-	2i)x2	-	(1	+	4i)x - 2

ตัวอย่�งที่	 35

ตัวอย่�งที่	 36

ลองทำ�ดู
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	กำาหุนด้	1	-	 2	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	x4 - 2x3	+	x2	+	4x	-	6	=	0	
ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ

กำ�ห้นดั 3i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 - x3 + 7x2 - 9x - 18 = 0
ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

วิธีีทำำ� p(x)	=	x4 - x3	+	7x2 - 9x	-	18
	 เน่�องจาก	3i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	ด้ังนั�น	-3i	เป็็นคำำาตอบของสมื่การด้้วย

	 จะได้้	(x	-	3i)(x	+	3i)	=	x2	+	9	เป็็นตัวป็ระกอบของ	p(x)
	 นำา	x2	+	9	ไป็หุาร	p(x)	เพิ่�อหุาตัวป็ระกอบอ่�น	โด้ยใช่้วิธ์ีหุารยาว	ด้ังน้�

    x2 - x - 2
   x2	+	9 x4 - x3	+	7x2 - 9x	-	18
    x4		 	 +	9x2

     -x3 - 2x2 - 9x
     -x3   - 9x

       -2x2	 	 	 -	18

       -2x2	 	 	 -	18

            0

	 จะได้้ว่า		 (x2	+	9)(x2 - x - 2)	 =	 0
	 ใหุ้		 x2 - x	-	2	 =	 0
  (x	-	2)(x	+	1)	 =	 0
	 จะได้้ว่า	x	=	2	หุร่อ	x	=	-1
	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-1,	2,	3i,	-3i		}

ตัวอย่�งที่	 34
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	 	 	 สมื่มื่ติว่า	z	เป็็นคำำาตอบของสมื่การด้ังกล่่าว	จะได้้ว่า

	 	 	 	 p(z)	 =	 anz
n	+	an - 1z

n - 1	+	an - 2z
n - 2	+	...	+	a1z	+	a0

	 	 	 	 	 =	 0

	 	 	 	 p(z)	 =	 p(z)

     = 0

	 	 	 	 	 =	 0

	 	 	 ด้ังนั�น	z	เป็็นคำำาตอบของสมื่การพิหุุนามื่	p(x)	=	0
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ใหุ้หุาสมื่การพิหุุนามื่	p(x)	ด้ีกรีน้อยที่ี�สุด้ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็็นจำานวนเต็มื่	 
แล่ะมื่ี	2	+		 3	i,	2	-		 3	i,	4	แล่ะ	2	เป็็นคำำาตอบของสมื่การ	p(x)

กำ�ห้นดั 1 -   3 i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 + ax3 + 2x2 + bx - 8 = 0 
เมื่ื�อ a และ b เป็นจำำ�นวนเต่็มื่ ให้้ห้�คู่�� a, b และเซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

วิธีีทำำ� เน่�องจากสมื่การที่ี�กำาหุนด้เป็็นสมื่การพิหุุนามื่ที่ี�มื่ีสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�เป็็นจำานวนจริง

  เมื่่�อ	1	-		 3	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ

	 จะได้้ว่า		(1	-		 3	i)4	+	a(1	-		 3	i)3	+	2(1	-		 3	i)2	+	b(1	-		 3	i)	-	8	=	0

	 	 -8	+	8		 3	i	-	8a	-	4	-	4		 3	i	+	b	-		 3bi	-	8	=	0

	 	 (-8a	+	b	-	20)	+	(4		 3 -   3b)i	=	0	+	0i

	 	 -8a	+	b	-	20	=	0		......➀
  4   3 -   3b	=	0		......➁

	 จากสมื่การ	➁	จะได้้	b	=	4

	 แที่น	b	=	4	ในสมื่การ	➀	จะได้้	a	=	-2

	 จะได้้สมื่การ	คำ่อ	x4 - 2x3	+	2x2	+	4x	-	8	=	0

	 นั�นคำ่อ	 1	-		 3	i	 1	 -2	 2	 4	 -8

	 	 	 	 	 1	-		 3	i	 -4	 -2	+	2		 3	i	 8

	 	 	 1	+		 3	i	 1	 -1	-		 3	i	 -2	 2	+	2		 3	i	 0

	 	 	 	 	 	1	+		 3	i	 0	 -2	-	2		 3	i

	 	 	 	 1	 0	 -2	 0	

	 จะได้้ว่า	 	 x4 - 2x3	+	2x2	+	4x	-	8	 =	 0
	 	 	 [x	-	(1	-		 3	i)][x	-	(1	+		 3	i)](x2	-	2)	 =	 0

  (x	-	1	+		 3	i)(x	-	1	-		 3	i)(x -   2)(x	+		 2)	=	 0
	 นั�นคำ่อ	x	=	1	-		 3	i	หุร่อ	x	=	1	+		 3	i	หุร่อ	x =   2	หุร่อ	x = -   2
	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-		 2,   2,	1	-		 3	i,	1	+		 3	i	}

ตัวอย่�งที่	 38
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แนะแนวคิด

หาค่่า a, b โดยใช้้สำมบัติ ิ
การัเทุ่ากันของจำำนวนเช้ิงซ้้อน
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 กำาหุนด้	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	x3	-	(4	+	4i)x2	-	(3	-	16i)x	+	12	=	0 
ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ

ให้้ห้�สัมื่ก�รืพหุ้น�มื่ p(x) ดัีกรืีน้อยทำี�สัุดัทำี�มื่ีสััมื่ปรืะสัิทำธีิ�เป็นจำำ�นวนเต่็มื่ และมื่ี  

3 +   2 i, 3 -   2 i, -1 และ 2 เป็นคู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื p(x)

วิธีีทำำ� เน่�องจาก	3	+		 2	i,	3	-		 2	i,	-1	แล่ะ	2	เป็็นคำำาตอบของสมื่การ	p(x)	
	 ซ้ึ�งมื่ีด้ีกรีน้อยที่ี�สุด้	คำ่อ	4

	 จะได้้ว่า		p(x)	=	[x	-	(3	+		 2	i)][x - (3 -   2	i)][x	-	(-1)](x	-	2)	 =	 0

   (x - 3 -   2	i)(x	-	3	+		 2	i)(x	+	1)(x	-	2)	 =	 0

	 	 	 [(x	-	3)2 - (  2	i)2](x2 - x	-	2)	 =	 0		

   (x2	-	6x	+	11)(x2 - x	-	2)	 =	 0

   x4 - 7x3	+	15x2	+	x	-	22	 =	 0

	 ด้ังนั�น	สมื่การพิหุุนามื่	p(x)	คำ่อ	x4 - 7x3	+	15x2	+	x	-	22	=	0

	 นำา	x	=	-2	ไป็แที่นใน	q(x)	จะได้ค้ำา่	q(-2)	=	(-2)3	+	(2	-	2i)(-2)2	-	(1	+	4i)(-2)	-	2	=	0 
	 ด้ังนั�น	x	+	2	เป็็นตัวป็ระกอบของ	q(x)	โด้ยวิธ์ีหุารสังเคำราะหุ์

	 นั�นคำ่อ	 -2	 1	 2	-	2i	 -1	-	4i	 -2

	 	 	 	 -2	 4i	 2

	 	 	 1	 -2i	 -1	 0

	 จะได้้ว่า		x4	+	(1	-	2i)x3	-	(3	+	2i)x2	-	(1	-	4i)x	+	2	 =	 0

   (x	-	1)(x	+	2)(x2	-	2ix	-	1)	 =	 0 
   (x	-	1)(x	+	2)(x	-	i)2	 =	 0

	 นั�นคำ่อ	x	=	1	หุร่อ	x	=	-2	หุร่อ	x	=	i

	 ด้ังนั�น	เซ้ตคำำาตอบของสมื่การ	คำ่อ	{	-2,	1,	i,	i	}

ลองทำ�ดู
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 6. ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รืต่�อไปน้�

	 1)	 x3 - 3x2	+	5x	-	3	=	0
	 	 2)	 x3 - 3x2	+	3x	-	2	=	0
	 	 3)	 2x4 - x3 - 4x2	+	10x	-	4	=	0
	 	 4)	 2x5 - 9x4	+	4x3	+	54x	-	27	=	0
	 	 5)	 x4 - 4x3	+	10x2	-	16x	+	24	=	0

 1.  ให้้ห้�สัมื่ก�รืพหุ้น�มื่ p(x) ดัีกรืีน้อยทำี�สัุดัทำี�มื่ีสััมื่ปรืะสัิทำธีิ�เป็นจำำ�นวนเต่็มื่และจำำ�นวนต่�อไปน้�

เป็นคู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื p(x)

	 	 1)	 1	+  2,	1	-  2, - 12   

	 	 2)	 1	+ 2	i,	1	- 2	i, 3, -  3

	 	 3)	 1	- 3	i,	1	+ 3	i, 2, 2  

  4)	 1	+	i,	1	-	i,	-1,	-1,	-1

	 	 5)	 1	-	2i,	1	-	2i, 2   

  6)	 1	+	i,	1	+	i,	1,	-2

 2.   ให้้ห้�สัมื่ก�รืพหุ้น�มื่ดัีกรืี 4 ทำี�มื่ีสััมื่ปรืะสัิทำธีิ�เป็นจำำ�นวนเต่็มื่ และมื่ี 12, -2, 2 + i และ 2 - i 

เป็นคู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

 3.  ถ้้� 2 - 3 i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 - 4x3 + 5x2 + 8x - 14 = 0 ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบ

ขีองสัมื่ก�รื

 4.  ถ้้� 1 - 3 i เป็นคู่ำ�ต่อบห้น่�งขีองสัมื่ก�รื x4 + ax3 + 7x2 + bx - 4 = 0 เมื่ื�อ a และ b 

เป็นจำำ�นวนเต่็มื่ ให้้ห้�คู่�� a, b และเซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื

 5.  ให้้ห้�ผลบวกและผลคู่่ณขีองคู่ำ�ต่อบทำั�งห้มื่ดัขีองสัมื่ก�รื 2x4 - (1 - i)x3 + 4ix2 - 3x + 3i = 0

ระดับพื้นฐ�น

ระดับกล�ง

แบบฝกทักษะ	 1.7
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 จากการแก้สมื่การพิหุนุามื่ซ้ึ�งมื่คีำำาตอบของสมื่การเป็น็จำานวนจริงหุร่อจำานวนเชิ่งซ้อ้นทีี่�มื่สีว่น

จินตภาพิไมื่่เที่่ากับศ่นย์	 สัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�ของแต่ล่ะพิจน์จะมื่ีคำวามื่สัมื่พิันธ์์กับผล่บวกของคำำาตอบของ

สมื่การ	ในที่ี�น้�จะกล่่าวเฉพิาะสัมื่ป็ระสิที่ธ์ิ�ของสองพิจน์	ด้ังต่อไป็น้�

	 กำาหุนด้สมื่การพิหุุนามื่ด้ีกรี	n

anx
n	+	an - 1x

n - 1	+	an - 2x
n - 2	+	...	+	a1x	+	a0	=	0

	 จะได้้ว่า	ผล่บวกของคำำาตอบของสมื่การที่ั�งหุมื่ด้เที่่ากับ	-	
an - 1
an

 แล่ะผล่คำ่ณของคำำาตอบของสมื่การที่ั�งหุมื่ด้เที่่ากับ	
 
a0
an
		 เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนคำ่่

- 
a0
an
		 เมื่่�อ	n	เป็็นจำานวนคำี�

ใหุ้หุาผล่บวกแล่ะผล่คำ่ณของคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้ของสมื่การ	x4 - 4x3	+	7x2 - 8x	+	10	=	0

ให้้ห้�ผลบวกและผลคู่่ณขีองคู่ำ�ต่อบทำั�งห้มื่ดัขีองสัมื่ก�รื x4 - 2x3 + 2x2 + 4x - 8 = 0

วิธีีทำำ� จาก	x4 - 2x3	+	2x2	+	4x	-	8	=	0
	 นำาสมื่การที่ี�กำาหุนด้มื่าจัด้ร่ป็ที่ั�วไป็ของสมื่การพิหุุนามื่

	 จะได้้ว่า	x4	+	(-2)x3	+	2x2	+	4x	+	(-8)	=	0
	 ด้ังนั�น	an	=	1,	an - 1	=	-2	แล่ะ	a0 = -8

	 จะได้้ว่า	ผล่บวกของคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้เที่่ากับ	-	
an - 1
an

 = - (-2)1  = 2

	 ซ้ึ�งมื่ีผล่ล่ัพิธ์์เที่่ากับผล่บวกของคำำาตอบในตัวอย่างที่ี�	38	

	 นั�นคำ่อ	-		 2	+		 2	+	1	-		 3	i	+	1	+		 3	i	=	2

	 แล่ะผล่คำ่ณของคำำาตอบที่ั�งหุมื่ด้เที่่ากับ	
a0
an

 = -81  = -8

	 ซ้ึ�งมื่ีผล่ล่ัพิธ์์เที่่ากับผล่คำ่ณของคำำาตอบในตัวอย่างที่ี�	38	

	 นั�นคำ่อ	(-		 2)(	 2)(1	-		 3	i)(1	+		 3	i)	=	-8

กำาหุนด้	2	+	i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	x4	+	ax3	+	bx2 - 8x	+	10	=	0 
เมื่่�อ	a	แล่ะ	b	เป็็นจำานวนเต็มื่	ใหุ้หุาคำ่า	a,	b	แล่ะเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ

ลองทำ�ดู

ตัวอย่�งที่	 39
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คณิตศ�สตร์ศ�สตร์ ในชีวิตจริง á¼นÀา¾เ¿เซ้อรั� (phasor diagram)

	 สำาหุรับวงจรไฟฟากระแสสล่ับ	 กระแสไฟฟา	 แล่ะคำวามื่ต่างศักย์ไมื่่ได้้อย่่ในเฟสเด้ียวกันเหุมื่่อน

วงจรไฟฟากระแสตรง	ด้ังนั�น	จึงมื่ีการนำาแผนภาพิเฟเซ้อร์ของคำวามื่ต่างศักย์ไฟฟาแล่ะกระแสไฟฟาซ้ึ�ง

เป็น็วิธ์ทีี่ี�งา่ยกวา่มื่าช่ว่ยในการวเิคำราะหุว์งจรไฟฟากระแสสล่บั	โด้ยนำาจำานวนเช่งิซ้อ้นในวชิ่าคำณติศาสตร์

มื่าป็ระยุกต์ใช่้ในการคำำานวณ

	 	จากรป่็	จะเหุน็วา่	คำวามื่ตา่งศกัยไ์ฟฟาที่ี�ตกคำรอ่มื่ขด้ล่วด้เหุน้�ยวนำา	(VL)	จะนำาหุนา้กระแสไฟฟา	

(IL)	ซ้ึ�งที่ำามืุ่มื่	90	องศา	การเขียนแผนภาพิเฟเซ้อร์แสด้งคำวามื่ต่างเฟสของ	VL	แล่ะ	 IL	จะเขียน
ใหุ้	VL	ช่ี�ไป็ในแนวแกน	Y	หุร่อแกนจินตภาพิ	เพิ่�อแสด้งว่าคำวามื่ต่างศักย์ไฟฟามื่ีเฟสนำาหุน้ากระแส

ไฟฟาอย่่	90	องศา	แล่ะ	IL	ช่ี�ไป็ในแนวแกน	X	หุร่อแกนจริง
	 โด้ยที่ั�วไป็	จำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�อย่่ในร่ป็	x	+	jy	สามื่ารถเขียนใหุ้อย่่ร่ป็เช่ิงขั�วได้้	ด้ังน้�

	 		 	 จากร่ป็	จะได้้		 x	 =	 A	cos	θ  

	 		 	 	 	 y	 =	 A	sin	θ  

	 		 	 แล่ะ	 A	 =	 		x2	+	y2  

	 		 	 ด้ังนั�น	 x	+	jy		=	 A	cos	θ	+	j(A	sin	θ)

O

VL

Y

X
IL

L

VL

O

A

Y

Xθ

(x,	y)

สัถ้�นก�รืณ์

จากตัวอย่างการศึกษาข้างต้น	ใหุ้นกัเรยีนค้ำนคำว้าข้อม่ื่ล่เร่�องการนำาคำวามื่ร่เ้กี�ยวกับจำานวนเช่งิซ้้อน

มื่าป็ระยกุต์ใช้่ในช่วีติจรงิมื่า	1	เร่�อง
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  6)	 3x3 - 5x2	+	8x	-	4	=	0

   7) x4 - 4x3	+	7x2 - 8x	+	10	=	0

   8)	 8x5	+	12x4	+	14x3	+	13x2	+	6x	+	1	=	0

	 	 	9)	 2x3	+	(1	-	2  3)x2	-	(1	+	 3)x	+	 3	=	0

	 	 10)	 x3	-	(4	+	2i)x2	+	(7	+	8i)x	-	14i	=	0

	 	 11)	 x3 - 4x2	+	(4	-	i)x	-	3	+	3i	=	0

	 	 12)	 x3	-	(4	+	i)x2	+	4(1	+	i)x	-	4i	=	0

 7.  ให้้ห้�เซ้ต่คู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื x4 + (1 - 2i)x2 - 2i = 0

 8.  กำ�ห้นดั x1, x2, x3, x4 เป็นคู่ำ�ต่อบขีองสัมื่ก�รื x4 + 2x3 - 4x2 - 26x - 21 = 0
ให้้ห้�คู่��ขีอง

	 		 1)	 x1x2x3x4

	 		 2)	 (x1	+	x2	+	x3	+	x4)
2

ระดับท้�ท�ย

ตรวจสอบตนเอง

ห้ลังจำ�กเรืียนจำบห้น�วยแล้ว ให้้นักเรืียนบอกสััญลักษณ์ทำี�ต่รืงกับรืะดัับคู่ว�มื่สั�มื่�รืถ้ขีองต่นเอง

ดัี พอใชิ้
คู่วรื
ปรืบัปรืงุ

1.	 	เข้าใจจำานวนเช่ิงซ้้อนแล่ะสามื่ารถใช่้สมื่บัติของจำานวนเช่ิงซ้้อน

ในการแก้ไขป็ัญหุาได้้

2.	 สามื่ารถเขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�วได้้

3.	 สามื่ารถแก้โจที่ย์จำานวนเช่ิงซ้้อนในร่ป็เช่ิงขั�วได้้

4. สามื่ารถหุาคำ่ารากที่ี�	n	ของจำานวนเช่ิงซ้้อนได้้

5.	 สามื่ารถหุาคำำาตอบของสมื่การพิหุุนามื่ได้้
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•  สมบตัทิี�เกี�ยวข้องกับการบวกและการคูณของจํานวนเชงิซอ้น

- กําหนด z,	z1,	z2 และ z3 เป�นจํานวนเชงิซอ้น และ z	=	a	+	bi

- การลบจํานวนเชงิซอ้น (a	+	bi) - (c	+	di) = (a	- c)	+	(b -	d)i

- การหารจํานวนเชงิซอ้น a	+	bi
c	+	di = (a	+	bi)( c	-	dic2	+	d2) = ac	+	bd

c2	+	d2 + (bc	-	adc2	+	d2) i

•  สังยคุของจํานวนเชงิซอ้น

- สังยคุของจํานวนเชงิซอ้น คือ z	=	a	-	bi

- สมบัติของสังยคุของจํานวนเชงิซอ้น ให้	z,	z1 และ	z2 เป�นจํานวนเชงิซอ้น

1. z	=	z	 	 	 5. z1 ±	z2 =	z1 ±	z2

2. zz	=	a2	+	b2  6. z1z2 =	z1	z2

3. Re(z) = 12 (z	+	z) 7. (
z1
z2) = 

z1
z2

เมื�อ	z2 ≠	0

4. Im(z) = 12i (z	- z) 8. 1
z = (

1
z) เมื่อ	z	≠	0

สมบตัิ การบวก การคูณ

ป�ด

การสลับที�

การเปลี�ยนหมู่

การมีเอกลักษณ์

การมีตัวผกผนั

z1	+	z2 เป�นจํานวนเชงิซอ้น

z1	+	z2	=	z2	+	z1
(z1	+	z2)	+	z3	=	z1	+	(z2	+	z3)

มีจํานวนเชงิซอ้น	0	ซึ�งทําให้

0	+	z	=	z	+	0	=	z

มีจํานวนเชงิซอ้น -z ซึ�งทําให้

z	+	(-z)	=	(-z)	+	z	=	0	โดยที�

-z	=	-a	-	bi

z1z2 เป�นจํานวนเชงิซอ้น

z1z2	=	z2z1
(z1z2)z3	=	z1(z2z3)

มีจํานวนเชงิซอ้น	1	ซึ�งทําให้

1 •	z	=	z	•	1	=	z

มีจํานวนเชงิซอ้น z-1 ซึ�งทําให้

z •	z-1	=	z-1 •	z	=	1	โดยที�

z-1 = a
a2	+	b2 - 

b
a2	+	b2	i

การแจกแจง z1(z2	+	z3)	=	z1z2	+	z1z3
(z1	+	z2)z3	=	z1z3	+	z2z3
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สรุป
แนวคิดหลักแนวคิดหลัก จํานวนเชิงซอน

•  จํานวนเชงิซอ้น คือ จํานวนที�อยู่ในรูป	z	=	a	+	bi	หรอื	z	=	(a, b) เมื�อ	a	และ b∊RR

โดยที�	Re(z)	=	a	และ Im(z) = b

•	 i2 = -1	หรอื	i	=	  -1
•  ถ้า	a	เป�นจํานวนจรงิบวก แล้ว	  -a	=	  a i
•  เซตของจํานวนเชงิซอ้นเขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ CC ดังนั�น CC = { (a, b) ∙	a∊RR และ b∊RR }

•  เซตของจํานวนจรงิเป�นสับเซตของจํานวนเชงิซอ้น นั�นคือ RR⊂CC

•  ระบบจํานวนเชงิซอ้นมีสมบัติการเทา่กันของจํานวนเชงิซอ้นสองจํานวน แต่ไม่มีการเปรยีบเทยีบ

จํานวนเชงิซอ้นใดมากกว่าหรอืน้อยกว่า

•  ความสัมพันธร์ะหว่างจํานวนจรงิและจํานวนเชงิซอ้น

ถ้า b = 0	จะได้ว่า z เป�นจํานวนจรงิ

ถ้า	a	=	0	แต่ b ≠ 0	จะได้ว่า z เป�นจํานวนจินตภาพแท้

•  การหาค่า	in

in	=	1	 เมื�อ	n ÷ 4 เหลือเศษ	0	 in = -1	 เมื�อ	n ÷ 4 เหลือเศษ 2

in	=	i	 เมื�อ	n ÷ 4 เหลือเศษ	1	 in = -i	 เมื�อ	n ÷ 4 เหลือเศษ 3

จํานวนเชิงซอน

•  การเทา่กัน a	+	bi	=	c	+	di	ก็ต่อเมื�อ	a	=	c	และ	b	=	d

•  การบวก  (a	+	bi)	+	(c	+	di) = (a	+	c)	+	(b	+	d)i

•  การคูณ  k(a	+	bi)	=	ka	+	kbi	เมื�อ k เป�นค่าคงตัว

    (a	+	bi)(c	+	di) = (ac	-	bd)	+	(ad	+	bc)i

สมบัติเชิงพีชคณิตของจํานวนเชิงซอน
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• ถ้า	z	=	r(cos θ	+	i sin	θ)	และ	z	≠	0	แล้ว

z
1
n	=	r

1
n [cos (θ	+	2kπn )	+	i	sin	(θ	+	2kπn )]

  เมื�อ	k	=	0,	1, 2, ...,	n	-	1

• รากที�	n	ของจํานวนเชงิซอ้นใด ๆ จะมี	n	ราก (คําตอบ)

• ถ้า	z1,	z2,	z3, ...,	zn เป�นรากที�	n	ของ	z	แล้ว ∙z1∙ = ∙z2∙ = ∙z3∙ = ... = ∙zn∙

• ถ้า	z1,	z2,	z3, ...,	zn เป�นรากที�	n	ของ	z	แล้ว	z1	+	z2	+	z3	+	...	+	zn	=	0

รากที่ n ของจํานวนเชิงซอน

สมการพหุนาม

• เขียนอยู่ในรูป	p(x)	=	anx
n	+	an - 1x

n - 1	+		an - 2x
n - 2	+	...	+	a1x	+	a0

เมื�อ	n	เป�นจํานวนเต็มบวก และ	an,	an - 1,	an - 2, ...,	a1,	an เป�นจํานวนจรงิ และ	an ≠	0
• ถ้า	p(x) เป�นพหุนามดีกรมีากกว่าหรอืเทา่กับ	1	จะได้ว่า

- ถ้า	p(x) เป�นพหุนามดีกร	ีn	แล้ว	p(x)	=	0	จะมีคําตอบทั�งหมด	n	คําตอบ

- พหุนาม	p(x) มี x - c เป�นตัวประกอบ ก็ต่อเมื�อ	p(c)	=	0

-  ถ้า	z	เป�นคําตอบของสมการ	p(x)	=	0	และสัมประสิทธิ�ของทกุพจน์เป�นจํานวนจรงิ

แล้วสังยคุของ	z	จะเป�นคําตอบของสมการด้วย

- ผลบวกของคําตอบของสมการทั�งหมดเทา่กับ -
an - 1
an

- ผลคูณของคําตอบของสมการทั�งหมดเทา่กับ

a0
an

เมื�อ	n	เป�นจํานวนคู่

-
a0
an เมื�อ	n	เป�นจํานวนคี�

•  ทฤษฎบีทของจํานวนเชงิซอ้นในรูปเชงิขั�ว กําหนด	z1	=	r1(cos θ1	+	i sin	θ1)

และ	z2	=	r2(cos θ2	+	i sin	θ2) เป�นจํานวนเชงิซอ้น

•  Arg	(z1z2)	=	Arg	(z1)	+	Arg	(z2)

•  Arg	(z1z2)	 =	Arg	(z1) -	Arg	(z2)

•  ทฤษฎบีทของเดอมัวฟวร์ กําหนด	z	=	r(cos θ	+	i sin	θ) เมื�อ	z	≠	0	และ	n	เป�นจํานวนเต็มบวก

zn	=	rn[cos (nθ)	+	i sin	(nθ)]

	z1z2	=	 r1r2[cos (θ1	+	θ2)	+	i sin(θ1	+	θ2)]

1
z2

 = 1r2
(cos θ2 -	i sin θ2)

z1
z2

 = 
r1
r2
[cos (θ1 - θ2)	+	i sin (θ1 - θ2)] เมื�อ	z2 ≠	0

z1	=	 r[cos (-θ1)	+	i sin (-θ1)]
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กราฟและคาสัมบูรณของจํานวนเชิงซอน

•  ระนาบเชงิซอ้นประกอบดว้ย 2 แกน คือ แกนนอน เรยีกวา่ แกนจรงิ และแกนตั�ง เรยีกวา่ แกนจนิตภาพ

•  ค่าสัมบูรณ์ของจํานวนเชงิซอ้น คือ ∙z∙ = ∙a	+	bi∙ = a2	+	b2 เมื�อ	z	=	a	+	bi

•  สมบัติของค่าสัมบูรณ์ของจํานวนเชงิซอ้น กําหนด	z	และ	w	เป�นจํานวนเชงิซอ้น

รากที่สองของจํานวนเชิงซอน

•  กําหนด	z	=	a	+	bi	และ	r	= a2	+	b2

รากที�สองของ	z	คือ

  ± (   r	+	a
2 +  r	-	a2 i) เมื�อ b ≥ 0

  ± (   r	+	a
2 -  r	-	a2 i) เมื�อ b < 0

•  คําตอบของสมการพหุนามกําลังสอง	ax2+	bx	+	c	=	0	เมื�อ	a, b, c∊RR และ	a	≠	0	คือ

   x = -b ± b2	-	4ac
2a

  เมื�อ b2 -	4ac	≥	0

   x = -b ± ∙b2	-	4ac∙ i
2a

เมื�อ b2 -	4ac	<	0

1. ∙z∙2	=	zz  6. z
w  = ∙z∙

∙w∙
เมื�อ	w	≠	0

2. ∙z∙ = ∙-z∙ = ∙z∙ 7. ∙z∙-1 = 1z  = 1
∙z∙

เมื�อ	z	≠	0

3. ∙zw∙ = ∙z∙∙w∙ 8. ∙zn∙ = ∙z∙n เมื�อ	z	≠	0	และ	n	เป�นจํานวนเต็ม

4. ∙z	+	w∙ ≤ ∙z∙	+	∙w∙ 9. ∙z∙	=	0	ก็ต่อเมื�อ	z	=	0

5. ∙z	-	w∙ ≥ ∙z∙ - ∙w∙

•  การใชก้ราฟแสดงคําตอบของสมการหรอือสมการค่าสัมบูรณ์ของจํานวนเชงิซอ้น

1. เปลี�ยน	z	ให้อยู่ในรูป x	+	yi
2. จัดรูปสมการใหม่ เพื�อพิจารณาว่ากราฟค่าสัมบูรณ์ของจํานวนเชงิซอ้นเป�นกราฟชนิดใด

จํานวนเชิงซอนในรูปเชิงขั้ว

จํานวนเชงิซอ้นในรูปเชงิขั�ว คือ	z	=	r(cos θ	+	i sin θ)	หรอื	z	=	r cis θ

เรยีกมุม θ ว่า อารก์ิวเมนต์	(argument)	ของ	z	ใชสั้ญลักษณ์ Arg	(z)
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 8. 	ใหุ้หุาคำ่าของ	∙z∙	ของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�

	 	 1)	 z	=	(1	-	i)4 2)	 z	=	(  3	-	i)
6

(1	+	i)8

  3) z	=	-5i(3	-	4i)
5

(2	+	i)10
	 4)	 z	=	(  5	-	2i)

3(1	+	  3 i)4

(5	+	2i)3

 9. ใหุ้เขียนกราฟของสมื่การแล่ะอสมื่การต่อไป็น้�

	 	 1)	 ∙z	+	i∙	=	3	 2)	 ∙z	+	3	-	2i∙ ≤	1

	 	 3)	 ∙z	-	4	+	2i∙ >	2	 4)	 Re(z)	≥ -3

 10. ใหุ้เขียนจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�ในร่ป็เช่ิงขั�ว

	 	 1)	 z	=	2	-	2i	 2)	 z	=	-1	+		 3	i

	 	 3)	 z	=	-5i	 	 4)	 z	=	(3,	0)

 11.  กำาหุนด้	z1	=	-2(cos	27	ำ	+	i	sin	27	ำ),	z2	=	4(cos	63	ำ	+	i	sin	63	ำ)	แล่ะ	

  z3	=	5(cos	60	ำ	+	i	sin	60	ำ)	ใหุ้หุาคำ่าของ	z1	z2	z3	แล่ะ	
z1z2
z3

	ในร่ป็	a	+	bi

 12.  กำาหุนด้	z1	แล่ะ	z2	เป็็นจำานวนเช่ิงซ้้อนที่ี�	2	z1z2	=	1	-		 3 z2	แล่ะ	

  z1 = (cos π12	+	i	sin	
π
12)

15
	ใหุ้หุาตัวผกผันการคำ่ณของ	z2

 13. ใหุ้หุาคำ่าของ

	 1)	 รากที่ี�	2	ของ	-		 2 -   2	i	 2)	 รากที่ี�	2	ของ	-6	-	6		 3	i

	 3)	 รากที่ี�	2	ของ	2		 3	+	2i		 4)	 รากที่ี�	2	ของ	-1	+		 3	i

	 5)	 รากที่ี�	2	ของ	8i	 6)	 รากที่ี�	3	ของ	27i	

	 7)	 รากที่ี�	4	ของ	-8	+	8		 3	i	 8)	 รากที่ี�	4	ของ	-16	-	16		 3	i

 14. ใหุ้หุาคำำาตอบของสมื่การต่อไป็น้�

	 1)	 x2	+	25	=	0	 2)	 2x2 - 4x	+	7	=	0	
	 3)	 2x2	+	ix	+	1	=	0		 4)	 2ix2 - 3x	-	3i	=	0
	 5)	 x3 - 4x2	+	6x	-	4	=	0	 6)	 x5	+	3x4	+	2x3 - 8x2 - 24x	-	16	=	0

 15. กำาหุนด้	2	-	2i	เป็็นคำำาตอบหุนึ�งของสมื่การ	x4 - 4x3	+	x2	+	28x	-	56	=	0	
  ใหุ้หุาเซ้ตคำำาตอบของสมื่การ

 16. ใหุ้	z1,	z2,	z3,	z4	เป็็นคำำาตอบของสมื่การ	x
4 - 5x3	+	4x2	+	24x	-	24	=	0

  ใหุ้หุาคำ่าของ	∙z1∙	+	∙z2∙	+	∙z3∙	+	∙z4∙
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 1. กำาหุนด้	z1	=	3	-	5i,	z2	=	-1	-	4i,	z3	=	-5	+	i	ใหุ้หุาคำ่าของ

	 1)	 z1	+	z2 2)	 z2	-	z3
3)	 3z1	-	4z2	+	z3 4)	 z1z2 
5)	 z1z3 6)	 z1(z2	+	z3)

 2. ใหุ้หุาตัวผกผันการบวกแล่ะตัวผกผันการคำ่ณของจำานวนเช่ิงซ้้อนต่อไป็น้�

	 1)	 z	=	-5i	 2)	 z	=	3	-	i	

	 3)	 z	=		 2	+	i	 4)	 z	=	-1	-		 3	i

 3. ใหุ้หุาคำ่าของ

	 1)	 i1023	+	i1024	+	i1025	+	i1026	 2)	 i1023 •	i1024 •	i1025 •	i1026

 4.  กำาหุนด้	a2	+	b2	-	2abi	-	1	+	i	=	0	ใหุ้หุาคำ่า	a	แล่ะ	b

 5. ใหุ้หุาคำ่าของ

	 1)	 1	-	2i3	+	4i	 2)	 1	-	i1	+	i	+	
3	+	4i
1	-	i

	 3)	 -7	+	3i6	+	8i  - 
5	+	i
2i 	 4)	 (  3	+	i  3	-	i

 -   3	-	i
  3	+	i)

2

 6. กำาหุนด้	z1	=	8	+	3i	แล่ะ	z2	=	4	-	i	ใหุ้หุาคำ่าของ

	 1)	 z2 + z1 2)	 z2 - z1

3)	 z1z2 4)	 1
z1

	 5)	 (
z1	
z2) 6)	 (z2

1  )	

 7. ใหุ้หุาค่ำาของ

	 	 1)	 ∙3	-	4i∙ 	 2)	 ∙-  3	i∙

  3)	 ∙-  5	+			 11	i∙ 4)	 ∙-3 -   2	i∙

  5)	 ∙(0,	-2)∙	 	 6)	 ∙(-6,	8)∙

คําชี้แจง : ให้้นักเรืียนต่อบคู่ำ�ถ้�มื่ต่�อไปน้�

ประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ีประจําหน่วยการเรียนรู้ท่ี 11
แบบฝกทักษะ
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