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กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐)

ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพื้นฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑



คํานํา 

 สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มีอํานาจหนาที่ในการพัฒนา                     

หลักสูตร วิธีการเรียนรู การประเมินผล การจัดทําหนังสือเรียน แบบฝกหัด และสื่อการเรียนรูทุกประเภท              

ที่ใชประกอบการเรียนรูในกลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตรของการจัดการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน 

           หนังสือเรียน รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปที่ ๔ เลม ๒ น้ี สถาบันสงเสริมการสอน

วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) จัดทาํตามผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม กลุมสาระการเรียนรู

คณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑ 

โดยใหมีความลุมลึกขึ้นสําหรับการศึกษาตอในระดับอุดมศึกษาในดานวิทยาศาสตร และมีเน้ือหาสาระ                    

ที่ทัดเทียมกับนานาชาติ เนนการคิดวิเคราะห การคิดอยางมีวิจารณญาณ การแกปญหา การคิดสรางสรรค            

การใชเทคโนโลยี การสื่อสารและการรวมมือ รวมทั้งเช่ือมโยงความรูสูการนําไปใชในชีวิตจริง 

           กระทรวงศึกษาธิการหวังเปนอยางย่ิงวา หนังสือเรียนเลมน้ีจะเปนประโยชนตอการจัดการเรียนรู                

และเปนสวนสําคัญในการพัฒนาคุณภาพและมาตรฐานการศึกษา กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร ขอขอบคุณ

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ตลอดจนบุคคลและหนวยงานอ่ืน ๆ ที่มีสวนเกี่ยวของ                 

ในการจัดทําไว ณ โอกาสน้ี 

 

 

 

                                                                         (วาที่รอยตรีธนุ วงษจินดา) 

                                                                เลขาธิการคณะกรรมการการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน 

 

คำ�นำ�

 ว่�ที่ร้อยตรี

(ธนุ  วงษ์จินด�)

เลข�ธิก�รคณะกรรมก�รก�รศึกษ�ขั้นพื้นฐ�น

ประกาศสาํนักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐาน

เรื่อง  อนุญาตใหใชสื่อการเรยีนรูในสถานศกึษา

ดวยสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) ไดจัดทําหนังสือเรียน                       

รายวิชาเพ่ิมเติมคณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปที่ ๔ เลม ๒ ตามผลการเรียนรูและสาระการเรียนรูเพ่ิมเติม

กลุมสาระการเรียนรูคณิตศาสตร (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน 

พุทธศักราช ๒๕๕๑ สํานักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน ไดพิจารณาแลวอนุญาตใหใชใน

สถานศึกษาได

ประกาศ ณ วันที่        มกราคม  พ.ศ. ๒๕๖๗

(วาที่รอยตรีธนุ วงษจินดา)

เลขาธิการคณะกรรมการการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน

ประกาศสํานักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐาน

เรื่อง อนุญาตให�ใช�สื่อการเรียนรู�ในสถานศึกษา

 ว�าที่ร�อยตรี

(ธนุ  วงษ�จินดา)

เลขาธิการคณะกรรมการการศึกษาขั้นพื้นฐาน

ประกาศ ณ วันที่ ๑๔ กุมภาพันธ� พ.ศ. ๒๕๖๗



คำ�ำชี้แจง

	 	 สถาบัันส่งเสริิมการิสอนวิิทยาศาสตร์ิและเทคโนโลยี	 (สสวิท.)	 ได้้จััด้ทำตัวิชี้ี�วิัด้และสาริะ 
การิเริียนริ้้แกนกลาง	กล่่มสาริะการิเริียนริ้้คณิิตศาสตริ์	 (ฉบัับัปริับัปริ่ง	พ.ศ.	๒๕๖๐)	ตามหลักส้ตริ
แกนกลางการิศึกษาขั้ั�นพ้�นฐาน	พ่ทธศักริาชี้	๒๕๕๑	โด้ยมีจั่ด้เน้นเพ้�อต้องการิพัฒนาผู้้้เริียนให้มีควิามริ้้ 
ควิามสามาริถที�ทัด้เทียมกับันานาชี้าติ	 ได้้เริียนริ้้คณิิตศาสตริ์ที�เชี้้�อมโยงควิามริ้้กับักริะบัวินการิคิด้	 
ใชี้้กริะบัวินการิส้บัเสาะหาควิามร้้ิและแก้ปัญหาที�หลากหลาย	 มีการิทำกิจักริริมด้้วิยการิลงม้อปฏิิบััติ	
เพ้�อให้ผู้้้เริียนได้้ใชี้้ทักษะกริะบัวินการิทางคณิิตศาสตริ์และทักษะแห่งศตวิริริษที�	๒๑	ซึ่ึ�งในปีการิศึกษา	 
๒๕๖๑	 เป็นต้นไปนี�	 โริงเริียนจัะต้องใชี้้ตัวิชี้ี�วิัด้และสาริะการิเริียนร้้ิแกนกลาง	กล่่มสาริะการิเริียนร้้ิ
คณิิตศาสตริ์	 (ฉบัับัปริับัปริ่ง	พ.ศ.	๒๕๖๐)	ตามหลักส้ตริแกนกลางการิศึกษาขั้ั�นพ้�นฐาน	พ่ทธศักริาชี้	
๒๕๕๑	 สสวิท.	 จัึงได้้จััด้ทำหนังส้อเริียนที�เป็นไปตามมาตริฐานหลักส้ตริเพ้�อให้โริงเริียนได้้ใชี้้ 
ส�าหริับัจััด้การิเริียนการิสอนในชี้ั�นเริียน
	 	 หนังส้อเริียนริายวิิชี้าเพิ�มเติมคณิิตศาสตริ์	 ชี้ั�นมัธยมศึกษาปีที�	๔	 เล่ม	๒	นี�	 มีผู้ลการิเริียนริ้้ 
และสาริะการิเรีิยนริ้เ้พิ�มเตมิที�คริอบัคล่มเน้�อหาบัางส่วินที�ปริากฏิตามตวัิชีี้�วิดั้ริายวิิชี้าพ้�นฐานคณิิตศาสตร์ิ	 
ชี้ั�นมัธยมศึกษาปีที�	 ๔	 โด้ยเม้�อผู้้้เรีิยนเรีิยนริายวิิชี้าเพิ�มเติมคณิิตศาสตริ์	ทั�ง	๖	 เล่ม	คริบัท่กชัี้�นป	ี 
ในริะดั้บัชัี้�นมัธยมศึกษาปีที�	๔	–	๖	แล้วิจัะสามาริถบัริริล่ผู้ลสัมฤทธิ์ตามตัวิชีี้�วิัด้ขั้องริายวิิชี้าพ้�นฐาน
คณิิตศาสตริ์ได้้	และในขั้ณิะเด้ียวิกันก็สามาริถต่อยอด้เน้�อหาจัากริายวิิชี้าพ้�นฐานไปส้่เน้�อหาในริายวิิชี้า 
เพิ�มเติมได้้โด้ยไม่ต้องเสียเวิลาเริียนซึ่��าซึ่้อน	ทั�งนี�	หนังส้อเริียนริายวิิชี้าเพิ�มเติมคณิิตศาสตริ์	 เล่ม	๒	นี�	 
มีเน้�อหาที�จั�าเป็นที�ต้องเริียน	ปริะกอบัด้้วิยเริ้�องควิามสัมพันธ์และฟังก์ชี้ัน	 	ฟังก์ชี้ันเอกซึ่์โพเนนเชี้ียล 
และฟังก์ชี้นัลอการิทิมึ		และเริขั้าคณิติวิเิคริาะห์		ซึ่ึ�งเป็นพ้�นฐานที�ส�าคญัและเพยีงพอส�าหริบััการิศกึษาต่อ
ในริะดั้บัอ่ด้มศกึษาในด้้านวิิทยาศาสตร์ิ	หริอ้ปริะกอบัอาชีี้พในสาขั้าที�ใช้ี้วิิทยาศาสตร์ิเป็นฐาน	เช่ี้น	แพทย์
ทนัตแพทย์	สตัวิแพทย์	เทคโนโลยชีีี้วิภาพ	วิิศวิกริริม	สถาปัตยกริริม	เศริษฐศาสตร์ิ	พาณิชิี้ยศาสตร์ิ	ฯลฯ	
โด้ยเน้นกริะบัวินการิคดิ้วิิเคริาะห์และการิแก้ปัญหา	เชี้้�อมโยงควิามริ้ส่้้การิน�าไปใช้ี้ในชีี้วิติจัริงิ	ตลอด้จัน
มีกิจักริริมที�ส่งเสริิมให้ผู้้้เริียนท�างานริ่วิมกับัผู้้้อ้�นได้้อย่างมีปริะสิทธิภาพ	ริวิมทั�งสามาริถใชี้้คณิิตศาสตริ์
เป็นเคริ้�องม้อในการิเรีิยนริ้วิ้ิทยาศาสตร์ิ	เทคโนโลย	ีและศาสตร์ิอ้�น	ๆ 	ที�เกี�ยวิข้ั้อง	อนัเป็นริากฐานในการิ
พัฒนาทริัพยากริบั่คคลขั้องชี้าติให้มีค่ณิภาพและพัฒนาเศริษฐกิจัขั้องปริะเทศ
	 	 การิจััด้ทำหนังส้อเริียนเล่มนี�	 ได้้ริับัควิามร่ิวิมม้ออย่างด้ียิ�งจัากผู้้้ทริงค่ณิวิ่ฒิ	นักวิิชี้าการิอิสริะ	
คณิาจัาริย์ทั�งหลาย	ริวิมทั�งคริ้ผู้้้สอน	นักวิิชี้าการิ	จัากสถาบัันและสถานศึกษาทั�งภาคริัฐและเอกชี้น				
จัึงขั้อขั้อบัค่ณิท่กท่านไวิ้	ณิ	ที�นี�	หากมีขั้้อเสนอแนะใด้ที�จัะทำให้หนังส้อเริียนเล่มนี�มีควิามสมบั้ริณิ์ยิ�ง
ขั้ึ�น	โปริด้แจั้ง	สสวิท.	ทริาบัด้้วิย	จัะขั้อบัค่ณิยิ�ง

(ริองศาสตริาจัาริย์ธีริะเด้ชี้	เจัียริส่ขั้สก่ล)
ผู้้้อ�านวิยการิสถาบัันส่งเสริิมการิสอนวิิทยาศาสตริ์และเทคโนโลยี	

กริะทริวิงศึกษาธิการิ

คำ�ชี้แจง

 สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี (สสวท.) ได้จัดทำามาตรฐานการเรียนรู้ ตัวช้ีวัด และสาระ

การเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลางการศึกษา

ข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑  โดยมีจุดเน้นเพ่ือต้องการพัฒนานักเรียนให้มีความรู้ความสามารถท่ีทัดเทียมกับ

นานาชาติ ได้เรียนรู้คณิตศาสตร์ท่ีเช่ือมโยงความรู้กับกระบวนการคิด ใช้กระบวนการสืบเสาะหาความรู้และแก้ปัญหา

ท่ีหลากหลาย  มีการทำากิจกรรมด้วยการลงมือปฏิบัติเพ่ือให้นักเรียนได้ใช้ทักษะและกระบวนการทางคณิตศาสตร์และ

ทักษะแห่งศตวรรษท่ี ๒๑  สสวท. จึงได้จัดทำาหนังสือเรียนและแบบฝึกหัดท่ีเป็นไปตามมาตรฐานการเรียนรู้ ตัวช้ีวัด 

และสาระการเรียนรู้แกนกลาง กลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ (ฉบับปรับปรุง พ.ศ. ๒๕๖๐) ตามหลักสูตรแกนกลาง

การศึกษาข้ันพ้ืนฐาน พุทธศักราช ๒๕๕๑  เพ่ือให้โรงเรียนได้ใช้สำาหรับจัดการเรียนการสอนในช้ันเรียน

 การใช้แบบฝึกหัดรายวิชาพ้ืนฐานคณิตศาสตร์เล่มน้ีจะใช้ควบคู่ไปกับหนังสือเรียนรายวิชาพ้ืนฐานคณิตศาสตร์ 

ช้ันประถมศึกษาปีท่ี ๑ เล่ม ๑ ของ สสวท. โดยในหนังสือเรียนจะมีสัญลักษณ์แนะนำาให้ครูทราบว่า หลังจาก 

ท่ีสอนและจัดกิจกรรมเน้ือหาน้ัน ๆ เรียบร้อยแล้ว จะต้องให้นักเรียนทำาแบบฝึกหัดใดในหนังสือแบบฝึกหัดเล่มน้ี  

เพ่ือให้นักเรียนได้ฝึกทักษะต่าง ๆ ทางคณิตศาสตร์เพ่ิมเติม ซ่ึงจะทำาให้นักเรียนมีความรู้ ความเข้าใจในเน้ือหาท่ีเรียน

มากย่ิงข้ึน อันจะเป็นพ้ืนฐานในการเรียนรู้เน้ือหาคณิตศาสตร์เร่ืองอ่ืนต่อไป

 ในการจัดทำาแบบฝึกหัดเล่มน้ี ได้รับความร่วมมืออย่างดีย่ิงจากครู อาจารย์ นักวิชาการ และผู้ทรงคุณวุฒิ 

จากหน่วยงานท้ังภาครัฐและเอกชน สสวท. ขอขอบคุณทุกท่านไว้ ณ ท่ีน้ี และหวังเป็นอย่างย่ิงว่าผู้ท่ีเก่ียวข้องกับ 

การจัดการศึกษาของชาติ จะใช้แบบฝึกหัดเล่มน้ีให้เกิดประโยชน์สูงสุดต่อการพัฒนาทรัพยากรมนุษย์ หากมี 

ข้อเสนอแนะใดท่ีจะทำาให้แบบฝึกหัดเล่มน้ีสมบูรณ์ย่ิงข้ึน โปรดแจ้งให้ สสวท. ทราบด้วย จะขอบคุณย่ิง

(รองศาสตราจารย์ธีระเดช เจียรสุขสกุล)

ผู้อำานวยการสถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

กระทรวงศึกษาธิการ

ส่วนนำาของบท

เกริ่นน�าบทด้วยข้อมูลที่น่าสนใจ รวมถึงการน�าไป ใช้ในชีวิต

จริง เพื่อกระตุ้นให้นักเรียนตระหนักถึงความส�าคัญของการ

เรียนเนื้อหาในบท 

..............................................

..............................................

จุดมุ่งหมาย

เป้าหมายที่นักเรียนควรไปถึงหลังจากเรียนจบบทนี้

ความรู้ก่อนหน้า

ความรู้ที่นักเรียนจ�าเป็นต้องมีก่อนที่จะเรียนบทนี้

เสริมสมอง

เกร็ดความรู ้หลากหลายรูปแบบเพื่อกระตุ ้นความสนใจ 

ของนักเรียน เช่น ประวัตินักคณิตศาสตร์ ตัวอย่างการน�า

เนื้อหาคณิตศาสตร์ ไป ใช้ ในชีวิตจริง การเชื่อมโยงเนื้อหา 

ในบทกับวิชาอื่น 

กิจกรรม

กิจกรรมที่นักเรียนสามารถศึกษาเพิ่มเติมได้ด้วยตนเอง  

เพื่อช่วยพัฒนาทักษะการเรียนรู้และนวัตกรรม (learning 

and innovation skills) ที่จ�าเป็นส�าหรับศตวรรษที่ 21  

อันไดแ้ก่  การคิดสรา้งสรรค์และนวตักรรม  (creativity and 

innovation)  การคิดแบบมีวิจารณญาณและการแก้ปัญหา 

(critical thinking and problem solving)  การส่ือสาร 

(communication)  และการร่วมมือ (collaboration)

ในหนังสือเล่มนี้จะแบ่งบทเรียนเป็น 3 บท โดยแต่ละบทจะมีส่วนประกอบ ดังนี้

 จุดมุ่งหมาย

ความรู้ก่อนหน้า

กิจกรรม

แนะนำาการใช้หนังสือเรียน

ส่วนนี้เป็นส่วนแนะนำาโครงสร้างของหนังสือเรียนเพื่อการใช้หนังสือเรียนอย่างมีประสิทธิภาพ

เสริมสมอง



เทคโนโลยี 

โจทย์ท่ีมี ไอคอนนี้สามารถใช้เทคโนโลยีช่วยในการคิดได้ โดยอาจใช้เคร่ือง 

คิดเลข  โปรแกรมส�าเร็จรูป ในคอมพิวเตอร์  โปรแกรมประยุกต์ ในโทรศัพท์ 

สมาร์ตโฟน การค้นหาข้อมูลทางอินเทอร์เน็ต และอื่น ๆ ตามความเหมาะสม

โจทย์ท้าทาย

โจทย์ที่มี ไอคอนนี้เป็นโจทย์ที่ค่อนข้างยากและซับซ้อนกว่าโจทย์แบบฝึกหัด 

ทั่วไป เพื่อท้าทายความสามารถของนักเรียนที่ต้องการพัฒนาทักษะเพิ่มเติม 

นอกเหนือจากการเรียนตามจุดมุ่งหมายของบท 

แบบฝึกหัด

โจทย์เพื่อตรวจสอบความรู้ระหว่างเรียน มีวัตถุประสงค ์

เพื่อพัฒนาการเรียนรู้ของนักเรียน ช่วยให้นักเรียนสามารถ

ตรวจสอบความรู้ความเข้าใจของตนเองได้

แบบฝึกหัดท้ายบท

แบบฝึกหัดท้ายบทแบ่งประเภทได้เป็น

• โจทย์เพื่อตรวจสอบความรู้หลังเรียนจบบท มีวัตถ ุ

 ประสงค์เพือ่วดัความรูค้วามเข้าใจของนกัเรยีนตาม 

 จุดมุ่งหมายของบท โดยจะมีแถบสี 

• โจทย์ท้าทาย

• โจทย์เพ่ือฝึกทักษะ ที่มีความน่าสนใจ โดยจะไม่มี 

 แถบสีและไม่มี ไอคอนหน้าเลขข้อ  

แบบฝึกหัดท้ายบท

1. ................................... 
 ..............................

2. ................................... 
 ..............................

3. ................................... 
 ..............................
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| ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน
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บทที่ 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

ในชีวิตจริง นักเรียนมักพบปริมาณสองปริมาณ ที่อยู่ในรูปตัวเลขหรือสัญลักษณ์อื่น ๆ ท่ีมี 
ความสัมพันธ์กัน  กล่าวคือ เมื่อปริมาณหนึ่งเปลี่ยนไป อีกปริมาณจะเปลี่ยนแปลงตาม 
ไปด้วย เช่น เมื่อสังเกตหน้าปัดบนตู้จ่ายน�้ามัน ณ สถานีบริการน�้ามันแห่งหนึ่ง จะพบว่า 
บนหน้าปัดมีตัวเลขบอกปริมาณ 3 ชนิด ได้แก่ จ�านวนเงิน (บาท)  จ�านวน (ลิตร) และราคา 
ลิตรละ (บาท)  โดยในขณะที่เติมน�้ามัน ตัวเลขบนหน้าปัดในช่องจ�านวนและจ�านวนเงินจะมี 
การเปลี่ยนแปลงเพื่อแสดงจ�านวนลิตรของน�้ามันที่เติมในขณะนั้น และจ�านวนเงินที่ลูกค้า 
จะต้องจ่ายในการเตมิน�า้มนั  ซ่ึงได้จากผลคณูของจ�านวนลติรและราคาต่อลติรของน�า้มนัทีเ่ตมิ  
ความสัมพันธ์ของจ�านวนลิตรและจ�านวนเงินดังกล่าวเป็นตัวอย่างหนึ่งของฟังก์ชัน

บทที่ 1

บทที่ 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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1.1 ความสัมพันธ์ 
ความหมายของความสัมพันธ์
เมือ่นกัเรยีนสอบถามความสงูของเพือ่นทกุคนในห้องเรยีน  จากนัน้สร้างเซตของข้อมลูขึน้มาสองเซต คอื 
เซตของเพื่อนทุกคนในห้องเรียน และเซตของความสูงของเพื่อนทุกคนในห้องเรียน  จะเห็นว่าเซตของ
ข้อมูลทัง้สองมีความเก่ียวข้องกัน  นัน่คือ เม่ือก�าหนดช่ือของเพือ่น จะทราบความสงูของเพือ่นคนนัน้ เช่น

ในทางกลับกันเมื่อก�าหนดความสูง  จะทราบว่าใครมีความสูงตามที่ก�าหนดบ้าง ดังนี้ 

ความรู้ก่อนหน้า

• ความรู้เกี่ยวกับสมการและกราฟในระดับมัธยมศึกษาตอนต้น
• เซต
• จ�านวนจริง goo.gl/Hu9Stk

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า

170

175

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

170

175

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า

บทที่ 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี
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ในทางคณิตศาสตร์ การจับคู่ระหว่างสองสิ่งที่มีความสัมพันธ์กัน เขียนแทนได้ด้วยคู่อันดับ  โดยแต่ละ
คู่อันดับจะประกอบด้วยสมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลัง เช่น คู่อันดับ ( ),a b   ม ี a  เป็นสมาชิก 
ตวัหน้า และ b  เป็นสมาชิกตัวหลัง  คู่อันดับสองคู่อันดับใด ๆ จะเท่ากันก็ต่อเมื่อสมาชิกตัวหน้าเท่ากัน
และสมาชิกตัวหลังเท่ากัน นั่นคือ  

( ) ( ), ,a b c d=   ก็ต่อเมื่อ  a c=  และ b d=

เรียกเซตของคู่อันดับ ( ),a b   โดยที่ a  และ b  มีความเกี่ยวข้องกันบางประการว่า ความสัมพันธ ์ 
(relation)  จากสถานการณ์ข้างต้น ความสมัพนัธ์ทีส่มาชกิตวัหลงัเป็นความสงูของสมาชกิตวัหน้า คอื

{ (ตะวัน, 170 ), (ข้าวปั้น, 170 ), (ภูผา, 170 ), (ทิวา, 175 ), (ต้นกล้า, 175 ) }

ในทางกลบักัน ความสมัพนัธ์ทีส่มาชกิตวัหลงัคอืชือ่เพือ่นท่ีมคีวามสงูเป็นสมาชกิตวัหน้า คอื
{ (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }  

ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   คือ เซตของคู่อันดับ ( ),a b  ทั้งหมดโดยที่ a   
เป็นสมาชิกของเซต A  และ b  เป็นสมาชิกของเซต B

บทนิยาม 1

ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   เขียนแทนด้วย A B×  (อ่านว่า เอ คูณ บ)ี
เขียน A B×  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้

( ){ ,A B a b a A× = ∈  และ }b B∈

ตัวอย่างที่ 1

ก�าหนดให้ { }1, 3, 5A =  และ { },B a b=  จงหา A B×  และ B A×

วิธีท�า ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 1, , 3, , 3, , 5, , 5,A B a b a b a b× =     
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 1 , , 3 , , 5 , , 1 , , 3 , , 5B A a a a b b b× =   

จากตัวอย่างข้างต้นจะเห็นว่า A B B A× ≠ ×
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เนื่องจากความสัมพันธ์คือเซตของคู่อันดับที่สมาชิกตัวหน้า (จากเซต A ) และสมาชิกตัวหลัง  
(จากเซต B ) มีความเก่ียวข้องกันบางประการ  จึงอาจกล่าวได้ว่า  ความสัมพันธ์เป็นสับเซตของ 
ผลคูณคาร์ทีเซียนของเซต A  และเซต B   หรือเขียนได้ว่า r A B⊂ ×   และเรียก r  ว่า ความสัมพันธ์
จาก A  ไป B  

r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B   ก็ต่อเมื่อ  r  เป็นสับเซตของ A B×  

บทนิยาม 2

ถ้า r A A⊂ ×  แล้วเรียก r  ว่า  ความสัมพันธ์บนเซต A

จากบทนยิามจะเหน็ว่า  ความสมัพนัธ์เป็นเซตท่ีมสีมาชกิเป็นคูอ่นัดบั สามารถเขยีนแบบแจกแจงสมาชกิ
หรือแบบบอกเงื่อนไขก็ได้  เช่น
  ให้ { }3, 5, 8, 10A =  และ { }2, 6, 9B =

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ 3, 2 , 3, 6 , 3, 9 , 5, 2 , 5, 6 , 5, 9 ,A B× =

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }8, 2 , 8, 6 , 8, 9 , 10, 2 , 10, 6 , 10, 9  

ถ้า 1r  เป็นความสัมพันธ์  “น้อยกว่า”  จาก A  ไป B

จะได้ว่า ( ){ }1 ,r x y A B x y= ∈ × <

หรือ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 3, 6 , 3, 9 , 5, 6 , 5, 9 , 8, 9r =

ถ้า 2r  เป็นความสัมพันธ์  “เท่ากับ”  จาก A  ไป B   

จะได้ว่า ( ){ }2 ,r x y A B x y= ∈ × =

หรือ 2r = ∅

หมายเหตุ ในกรณีที่ A  และ B  เป็นเซตของจ�านวนจริง  อาจละการเขียน ( ),x y ∈ ×   ไว้ใน 
   ฐานที่เข้าใจว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซตของจ�านวนจริง เช่น

   ( ){ }2 2, 1r x y x y= ∈ × + =    อาจเขียนเป็น  ( ){ }2 2, 1r x y x y= + =   

   หรือเขียนเฉพาะเงื่อนไขซึ่งบรรยายลักษณะของความสัมพันธ์  เช่น  2 2 1x y+ =
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กราฟของความสัมพันธ์
ในระบบพิกัดฉาก สามารถจับคู่หนึ่งต่อหนึ่งระหว่างคู่อันดับของจ�านวนจริง ( ),x y  กับจุดในระนาบ   

โดยให้ x  เป็นพิกัดแรก และ y  เป็นพิกัดหลัง

ให้ r  เป็นสับเซตของ ×    กราฟของความสัมพันธ์ r   คือ เซตของจุดในระนาบที่แสดง 
คู่อันดับที่เป็นสมาชิกของความสัมพันธ์ r   

บทนิยาม 3

จากบทนิยามของกราฟของความสัมพันธ์  เมื่อทราบความสัมพันธ์แล้วจะเขียนกราฟของความสัมพันธ์
ต่าง ๆ ได้ดังตัวอย่างต่อไปนี้

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, 2 , 0, 3 , 1, 1 , 2, 2 , 3, 1r = − − −  ( ){ }2 , 2r x y y x= ∈ × = 

 

 รูปที่ 1 รูปที่ 2

(–1, 2)

(1, –1)

(2, –2)

– 4

(0, 3)

(3, 1)

4

Y

X
– 4 40

– 4

4

Y

X
– 4 40

y = 2x
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 ( ){ }2
3 ,r x y y x= ∈ × =   ( ){ }2

4 ,r x y y x= ∈ × = 

 

 รูปที ่3 รูปที่ 4

 ( ){ }5 , 1 4r x y x= ≤ <

 

 รูปที่ 5

หมายเหตุ จากรูปที่ 5 กราฟของ 5r  เป็นส่วนหนึ่งของระนาบที่แรเงาในรูป  ส่วนที่เป็นเส้นทึบ 
   แสดงว่าจุดทุกจุดบนเส้นนั้นรวมอยู่ในกราฟ  ส่วนท่ีเป็นเส้นประแสดงว่าจุดทุกจุดบน 
   เส้นประนั้นไม่รวมอยู่ในกราฟ  
 

Y

X

4

Y

X
– 4 40

8

– 4 40

4

Y

X

4

20

2

4 6
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โดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์
พิจารณา

ความสัมพันธ์ r  คือ { (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }  
จะเห็นว่า เซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดใน r   คือ  {170,  175 }  เรียกเซตของสมาชิก 
ตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดในความสัมพันธ์ r  ว่า  โดเมน (domain) ของ r   และเซตของสมาชิก 
ตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน r  คือ  { ตะวัน, ข้าวปั้น, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า }   เรียกเซตของสมาชิก
ตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดในความสัมพันธ์ r  ว่า  เรนจ์ (range) ของ  r   

ให้ r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B
โดเมนของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับทั้งหมดใน r   
เรนจ์ของ r  คือ เซตของสมาชิกตัวหลังของคู่อันดับทั้งหมดใน r  

บทนิยาม 4

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

170

175

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า
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โดเมนของ r  เขียนแทนด้วย rD   และเรนจ์ของ r  เขียนแทนด้วย rR   เมื่อ r  เป็นความสัมพันธ์จาก 
A  ไป B

เขียน rD  และ rR  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไข  ได้ดังนี้
  {rD x A= ∈  มี y B∈  ซึ่ง ( ) },x y r∈

  {rR y B= ∈  มี x A∈  ซึ่ง ( ) },x y r∈

ตัวอย่างที่ 2

ให้ { }3, 2, 1, 0, 1, 2, 3A = − − −  และก�าหนดให้ความสัมพันธ์ r  บนเซต A คือ ( ){ }2,x y A A y x∈ × =   
จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์นี้

วิธีท�า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต A   หมายถึง  r A A⊂ ×

  จะได้ ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 0, 0 , 1, 1r = −

  ดังนั้น rD = { }1, 0, 1−

    rR = { }0, 1            

ตัวอย่างที่ 3

ก�าหนดให้ ( ){ }2, 16r x y y x= ∈ × = −    จงหาโดเมนและเรนจ์ของ r

วิธีท�า พิจารณา 216 x−   จะเห็นว่า 216 x−  ต้องไม่เป็นจ�านวนลบ  เพราะรากท่ีสองของจ�านวนลบ 
  ไม่เป็นจ�านวนจริง 
  นั่นคือ 216 0x− ≥   ซึ่งเป็นอสมการที่มีเซตค�าตอบ คือ { }4 4x x− ≤ ≤  

  ดังนั้น { } [ ]4 4 4, 4rD x x= − ≤ ≤ = −

  เนื่องจาก 216 x−  ไม่เป็นจ�านวนลบ  และเมื่อแทน x  ด้วย 0  จะได้ค่ามากที่สุดเป็น 4

  ดังนั้น { } [ ]0 4 0, 4rR y y= ≤ ≤ =       
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ตัวผกผันของความสัมพันธ์

พิจารณาความสัมพันธ์ 

  r   =  { (170,  ตะวัน), (170,  ข้าวปั้น), (170,  ภูผา), (175,  ทิวา), (175,  ต้นกล้า) }
ถ้าสลับที่สมาชิกตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับ  จะได้ความสัมพันธ์

  s  =  { (ตะวัน, 170 ), (ข้าวปั้น, 170 ), (ภูผา, 170 ), (ทิวา, 175 ), (ต้นกล้า, 175 ) }

โดเมนของ s  คือ { ตะวัน, ข้าวป้ัน, ภูผา, ทิวา, ต้นกล้า }  และเรนจ์ของ s  คือ { }170, 175     จะเห็นว่า 
โดเมนของ r  คือ เรนจ์ของ s   และเรนจ์ของ r  คือ โดเมนของ s  โดยที่ s  ได้จากการสลับสมาชิก
ตัวหน้าและสมาชิกตัวหลังของแต่ละคู่อันดับใน r   เรียก s  ว่า ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r

ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r  คือความสัมพันธ์ซึ่งเกิดจากการสลับที่ของสมาชิกตัวหน้าและ
สมาชิกตัวหลังในแต่ละคู่อันดับที่เป็นสมาชิกของ r

บทนิยาม 5

ตัวผกผันของความสัมพันธ์ r   เขียนแทนด้วย  1r−

เขียน 1r−  ในรูปเซตแบบบอกเงื่อนไขได้ดังนี้

  ( ) ( ){ }1 , ,r y x B A x y r− = ∈ × ∈

จากบทนิยาม  ถ้า r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B   แล้ว 1r−  จะเป็นความสัมพันธ์จาก B  ไป A
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ตัวอย่างที่ 4

จงหาตัวผกผันของความสัมพันธ์ r   พร้อมทั้งหาโดเมนและเรนจ์
เมื่อก�าหนดให้  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 3, 2 , 1, 3 , 4, 1 , 0, 1r = −

วิธีท�า  1r−   =  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 2, 3 , 3, 1 , 1, 4 , 1, 0−

  1rD −  =  { }1, 1, 2, 3−

  1rR −  =  { }0, 1, 3, 4             

ตัวอย่างที่ 5

จงเขียนกราฟของ r  และ 1r−  ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน
เมื่อก�าหนดให้  ( ){ }, 2 1r x y y x= ∈ × = + 

วิธีท�า จาก  ( ){ }, 2 1r x y y x= ∈ × = + 

   ( ){ }1 , 2 1r y x y x− = ∈ × = + 

  หรือ ( )1 1,
2

yr y x x− − = ∈ × = 
 

 

  หรือ ( )1 1,
2

xr x y y− − = ∈ × = 
 

       

                  

4

Y
r

r –1

X
– 2 20 4

2
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กราฟของความสัมพันธ์ใด ๆ กับกราฟของตัวผกผันของความสัมพันธ์นั้นจะมีเส้นตรง y x=  เป็นแกน
สมมาตร  ดังเช่นกราฟของ r  และ 1r−  ในตัวอย่างที่ 5  มีเส้นตรง y x=  เป็นแกนสมมาตร เขียนได้
ดังรูปที่ 6

รูปที่ 6

เพือ่ความสะดวก จะเรียกจดุทีม่พีกิดัเป็น ( ),a b  ว่าจดุ ( ),a b   จากรูปที ่6  ถ้าจดุ ( ),a b  อยูบ่นกราฟ
ของ r  จะเห็นว่าเมื่อลากส่วนของเส้นตรงจากจุด ( ),a b  บนกราฟของ r  ไปยังจุด  ( ),b a  บนกราฟ
ของ 1r−   ส่วนของเส้นตรงนี้จะตั้งฉากกับเส้นตรง y x=   และระยะจากจุด ( ),a b  ถึงเส้นตรง y x=  
เท่ากับระยะจากจุด ( ),b a  ถึงเส้นตรง y x=   และจะได้ว่าจุด ( ),a b  และ ( ),b a  เป็นจุดสมมาตร 
ที่มีเส้นตรง y x=  เป็นแกนสมมาตร  นั่นคือ  ถ้าพับรูปนี้ตามแนวเส้นตรง y x=  แล้ว กราฟของความ
สัมพันธ์ r  และ 1r−  จะทับกันพอดี

4

Y

y = x
r

r –1

X
– 2 20 4

2
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ตัวอย่างที่ 6

จงเขียนกราฟของ r  และ 1r−  ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน เมื่อก�าหนดให้  ( ){ }, 5r x y y x= = −

วิธีท�า จาก    r  = ( ){ }, 5x y y x= −

         1r−  = ( ){ }, 5y x y x= −

  หรือ  1r−  = ( ){ , 0y x y ≥  และ }2 5x y= +

  หรือ  1r−  = ( ){ , 0x y x ≥  และ }2 5y x= +

 
                   

ข้อสังเกต สมการ 5y x= −  บอกให้ทราบว่า 0y ≥  
   จากสมการ 2 5x y= +  จะได้ว่า y  อาจเป็นจ�านวนจริงบวกหรือจ�านวนจริงลบก็ได้  
   แต่เนื่องจาก y  ในที่นี้คือสมาชิกของเรนจ์ของความสัมพันธ์ r  ซึ่งเป็นจ�านวนจริงบวก 
   หรือศูนย์  จึงจ�าเป็นต้องเขียน 0y ≥  ก�ากับไว้ 

10

Y

r

r –1

X
50 10

5

y = x
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แบบฝึกหัด 1.1

1. จงหา A B×  และ B A×  เมื่อก�าหนด A  และ B  ดังต่อไปนี้
 1) { }1, 2A =  และ { }3, 6, 7B =

 2) { }, ,A a b c=  และ { },B e f=

 3) { }3, 2, 1A = − − −  และ { }1, 2, 3B =

2. ถ้า n  เป็นจ�านวนสมาชิกของเซต A   และ m  เป็นจ�านวนสมาชิกของเซต B  แล้ว  จงหา 
 จ�านวนสมาชิกของ , ,A B B A A A× × ×  และ B B×

3.  ก�าหนดให้ { } { }1, 2 , 2, 3M N= =  และ { }4, 5P =   จงเขียนเซตต่อไปนี้แบบแจกแจง 
 สมาชิก
 1) ( ) ( )M N M P× ∪ ×

 2) ( )M N P× ∪

 3) ( )M N P× ∩

 4) ( ) ( )M N M P× ∩ ×

4.  ถ้า { }1, 2, 3E =  และ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1 , 1, 2 , 2, 3 , 2, 2 , 3, 3 , 2, 1r =  แล้ว

 จงพิจารณาว่า r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต E  หรือไม่

5.  ให้ { } { }0, 2, 4 , 0, 1, 2A B= =  และ r  เป็นความสัมพันธ์จาก A  ไป B  
 ก�าหนดโดย ( ),x y r∈  เมื่อ x y>  
 1) จงเขียน r  แบบแจกแจงสมาชิก
 2) จงเขียน r  แบบบอกเงื่อนไขของสมาชิก

6.  ให้ { }1, 2, 3, 4, 5S =  ก�าหนด 1 2,r r  และ 3r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต S  ดังต่อไปนี้

 1r  =  ( ){ }, 6x y S S x y∈ × + =

 2r  =  ( ){ , y 2x S S x∈ × >  และ }3y =

 3r  =  ( ){ }, 6x y S S x y∈ × − =

 จงเขียน 1 2,r r  และ 3r  แบบแจกแจงสมาชิก  พร้อมท้ังหาโดเมนและเรนจ์ของแต่ละความสัมพันธ์
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7. จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้
 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3, 9 , 2, 4 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 4 , 3, 9r = − − −

 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, 2 , 1, 1 , 0, 0 , 1, 1 , 2, 2m = − −

 3) ( ){ }, 2n x y y x= ∈ × = −   

 4) ( ){ }, 2p x y y= =

 5) ( ){ }2, 1q x y y x= = +  

 6) ( ){ }, 2s x y y x= ∈ × = − 

 7) ( ){ }2, 2t x y y x= = +  

 8) ( ){ }2, 1v x y y x= = −

 9) ( ) 1,
2

w x y y
x

 = = 
− 

 

8. จงหาตวัผกผันของความสัมพนัธ ์ พรอ้มท้ังหาโดเมนและเรนจ์ของตวัผกผันของความสัมพนัธ ์  
 เมื่อก�าหนดความสัมพันธ์ดังต่อไปนี้
 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 2 , 4, 3 , 2, 2 , 2, 1 , 3, 1r =

 2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 5, 4 , 3, 2 , 1, 0 , 1, 2 , 3, 4 , 5, 6 ,r = − − − ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, 5, 4 , 3, 2 , 1, 0 , 1, 2 , 3, 4 , 5, 6 ,r = − − −     

 3) ( ){ }, 2 3r x y y x= = −

 4) ( ){ }, 1r x y xy= =

 
9. จงเขียนกราฟของ r  และ 1r−  ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน  เม่ือก�าหนดความสัมพันธ์ r   
 ดังต่อไปนี้
 1) r = ( ){ }, 1x y A A y x∈ × ≥ +   เมื่อ A = { }1, 2, 3, 4

 2) ( ){ }2,r x y y x= ∈ × = 

 3) ( ){ }, 1r x y y x= < −
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1.2 ฟังก์ชัน
ความสมัพนัธ์ที ่ สมาชิกแต่ละตวัในโดเมนมคีวามสัมพนัธ์กับสมาชิกในเรนจ์เพียงตัวเดียว  เป็นความ
สัมพันธ์ที่มีความส�าคัญและใช้มากในคณิตศาสตร์  จะเรียกความสัมพันธ์ที่มีสมบัติดังกล่าวว่า  ฟังก์ชัน 
(function)  ซึ่งนิยามดังนี้

ฟังก์ชัน  คือ  ความสัมพันธ์ซึ่งคู่อันดับสองคู่อันดับใด ๆ ของความสัมพันธ์น้ัน  ถ้ามีสมาชิก 
ตัวหน้าเหมือนกันแล้ว  สมาชิกตัวหลังต้องเหมือนกัน

บทนิยาม 6

จากบทนิยามกล่าวได้ว่า  ฟังก์ชัน f  คือ  ความสัมพันธ์ ซึ่งส�าหรับ ,x y  และ z  ใด ๆ   ถ้า ( ),x y f∈  
และ ( ),x z f∈  แล้ว y z=

ดังนั้น  ถ ้ามี  ,x y  และ z  โดยท่ี ( ),x y f∈  และ ( ),x z f∈  แต ่  y z≠  จะได ้ว ่า f   
ไม่เป็นฟังก์ชัน

ตัวอย่างที่ 7

จากแผนภาพที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้  จงพิจารณาว่าความสัมพันธ์ใดเป็นฟังก์ชัน  
1)              2)

r1 r2

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า

170

175

ข้อมูลเข้า ข้อมูลออก

170

175

ตะวัน

ข้าวปั้น

ภูผา

ทิวา

ต้นกล้า
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วิธีท�า 1) จากแผนภาพพบว่า  ไม่มีสมาชิกใดในโดเมนของ 1r  จับคู่กับสมาชิกในเรนจ์ของ 1r  
 

   มากกว่า 1 ตัว  ดังนั้น 1r  เป็นฟังก์ชัน
  2) จากแผนภาพพบว่า 170  ซึ่งอยู่ในโดเมนของ 2r  จับคู่กับตะวัน ข้าวปั้น และภูผาซึ่งเป็น 
   สมาชิกในเรนจ์ของ 2r   ดังนั้น 2r  ไม่เป็นฟังก์ชัน   

ตัวอย่างที่ 8

ก�าหนดความสัมพันธ์ต่อไปนี้  จงตรวจสอบว่าความสัมพันธ์ใดบ้างเป็นฟังก์ชัน
1) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 1, , 2, , 3,r a b a c= ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 1, , 2, , 3,r a b a c=

2) ( ){ }2, 1f x y y x= = +( ){ }2, 1f x y y x= = +

3) ( ){ }2,g x y y x= =

วิธีท�า 1) เขยีนแผนภาพแสดงการจับคู่ระหว่างสมาชิกของโดเมนกับสมาชิกของเรนจ์ของ r  ได้ดงันี้

   จะได้ว่า r  ไม่เป็นฟังก์ชัน  เพราะมีคู่อันดับที่มีสมาชิกตัวหน้าเหมือนกัน  
   แต่สมาชิกตัวหลังต่างกันคือ ( )1, a  และ ( )1, b

  2) ให้ ,x y  และ z  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ  ซึ่ง ( ),x y f∈  และ ( ),x z f∈

   จะได้ว่า  2 1y x= +  และ 2 1z x= +  ซึ่งสรุปได้ว่า y z=

   ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชัน
  3) เนื่องจาก ( )4, 2 g∈  และ ( )4, 2 g− ∈  แต่ 2 2≠ −  
   ดังนั้น g  ไม่เป็นฟังก์ชัน          

r

1

2

3

a

b

c
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การพจิารณาว่า  ความสมัพนัธ์บนเซตของจ�านวนจรงิเป็นฟังก์ชันหรอืไม่  อาจพจิารณาได้จากกราฟของ 
ความสัมพันธ์ โดยลากเส้นขนานกับแกน Y  ถ้าไม่มีเส้นขนานกับแกน Y  เส้นใดตัดกราฟของความ
สัมพันธ์ที่ก�าหนดให้มากกว่า 1 จุด  ความสัมพันธ์นั้นจะเป็นฟังก์ชัน  แต่ถ้ามีเส้นขนานกับแกน Y   
แม้เพียงเส้นเดียวตัดกราฟมากกว่า 1 จุดแล้ว  ความสัมพันธ์นั้นจะไม่เป็นฟังก์ชัน

ตัวอย่างที่ 9

ให้ ( ){ }2,r x y y x= =   จงพิจารณาว่า r  เป็นฟังก์ชันหรือไม่

วิธีท�า เขียนกราฟของ r  ได้ดังรูป (ก)

  จากกราฟในรปู (ก)  จะเห็นว่า  แต่ละค่าของ x  ที ่ 0x >   เมือ่ลากเส้นขนานกบัแกน Y  ผ่านค่า  
  x  เหล่านี้  จะตัดกราฟสองจุด คือ ( ),x x  และ ( ),x x−  เช่นดังรูป (ข) 

  ดังนั้น r  ไม่เป็นฟังก์ชัน           

ข้อตกลง ในกรณีที่ความสัมพันธ์ f  เป็นฟังก์ชัน จะเขียน ( )y f x=  แทน ( ),x y f∈  และเรียก  
   ( )f x  ว่าเป็น  ค่าของฟังก์ชนั f  ที ่ x  อ่านว่า เอฟของเอกซ์ หรือ เอฟเอกซ์  เพ่ือความ 
   สะดวก บางครั้งจะกล่าวถึง “ฟังก์ชัน ( )f x ”  โดยละไว้ในฐานที่เข้าใจว่าก�าลังกล่าวถึง 
   ฟังก์ชัน f  ที่มีค่าของฟังก์ชันที่ x  เป็น ( )f x

4

Y

X

– 4

0 4

y 2 = x

4

Y

X

– 4

0 4

y 2 = x

 (ก) (ข)
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ตัวอย่างที่ 10

ก�าหนดฟังก์ชัน  ( ) 2 2f x x x= − +   จงหา ( ) ( ) ( )2 , 0 , 1f f f−  และ ( )f a  เมื่อ a∈

วิธีท�า จาก   ( )f x  =  2 2x x− +  
  จะได้  ( )2f −  =  ( ) ( )22 2 2− − − +  =  8

     ( )0f  =  20 0 2− +  =  2
     ( )1f  =  21 1 2− +  =  2
     ( )f a  =  2 2a a− +         

ตัวอย่างที่ 11

ก�าหนดฟังก์ชัน ( ) 2 xf x
x
−

=   จงหา ( ) ( ) ( )2 , 0 , 1f f f−  และ  ( )3f

วิธีท�า จาก ( )f x   =  2 x
x
−

  จะได้ ( )2f −  =  2 ( 2)
2

− −
−

 =  4
2−

 =  1−

   ( )0f  =  2 0
0
−      ซึ่งไม่นิยามเศษส่วนที่ตัวส่วนเป็น 0

  ดังนั้น ( )0f  ไม่นิยาม

   ( )1f  =  2 1
1
−   =   1

   ( )3f  =  2 3
3
−   =  1

3
−  

  เนื่องจาก 1−   ไม่นิยามในระบบจ�านวนจริง  ดังนั้น ( )3f  ไม่นิยาม  

จากตัวอย่างที่ 11  จะเห็นว่า ฟังก์ชัน f  หาค่าได้ที่บางค่า x  แต่ไม่นิยามที่บางค่า x   เซตของค่า x  
ซึ่งฟังก์ชัน f  หาค่าได้ที่ x  เรียกว่าโดเมนของฟังก์ชัน f  และเซตของค่าของฟังก์ชัน f  ที่เป็นไปได้
ทั้งหมด เรียกว่าเรนจ์ของฟังก์ชัน f  
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กล่าวได้อีกอย่างหนึ่งว่าโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน f  คือโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ซึ่งเป็น
ฟังก์ชัน

ตัวอย่างที่ 12

ก�าหนด  ( ) 2 xf x
x
−

=    จงหาโดเมนของ f

วิธีท�า ฟังก์ชัน f  จะนิยาม  เมื่อ 2 0x− ≥  และ 0x ≠
  นั่นคือ 2x ≤  และ 0x ≠
  ดังนั้น โดเมนของ f  คือ ( ] { }, 2 0−∞ −         

ตัวอย่างที่ 13

จงหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

1) 2( ) 2f x x= −  2) 1( )g x
x

=  3) ( )h x x=

วิธีท�า 1) ให้ 2( ) 2y f x x= = −

   จะเห็นว่าฟังก์ชัน f  นิยามที่ทุก x∈

   ดังนั้น  fD  =  

   เนื่องจาก 22y x= −   ดังนั้น  2

2
y x− =

   เนื่องจาก 2 0x ≥   ดังนั้น  0
2
y

− ≥  แสดงว่า 0y ≤

   ดังนั้น   { } ( ]| 0 , 0fR y y= ∈ ≤ = −∞  

  2) ให้ 1( )y g x
x

= =

   เมื่อ 0x =  จะไม่สามารถหา 1
x

 ที่เป็นจ�านวนจริงได้
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   เมื่อ 0x ≠   สามารถนิยาม 1
x

 ได้เสมอ

   ดังนั้น { } { }| 0 0gD x x= ∈ ≠ = −   

   เนื่องจาก  1y
x

=  จะได้ว่า 1xy =   ดังนั้น 0y ≠

   จะได้  { } { }| 0 0gR y y= ∈ ≠ = − 

  3) ให้ ( )y h x x= =

   เมื่อ 0x ≥  จะได้  0y x= ≥     

   เมื่อ 0x <  จะไม่สามารถหา x  ที่เป็นจ�านวนจริงได้   

   ดังนั้น { } [ )| 0 0,hD x x= ∈ ≥ = ∞

     { } [ )| 0 0,hR y y= ∈ ≥ = ∞      

ถ้าโดเมนของฟังก์ชัน f  คือเซต A   และเรนจ์ของฟังก์ชัน f  เป็นสับเซตของเซต B   เรียกฟังก์ชันที่
มีสมบัติเช่นนี้ว่า  ฟังก์ชันจาก A  ไป B  (function from A  into B )

f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   ก็ต่อเมื่อ  f  เป็นฟังก์ชันที่มีโดเมนเป็น A  และเรนจ์เป็นสับเซต
ของ B    

บทนิยาม 7

f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   เขียนแทนด้วย  :f A B→

โดยท่ัวไป  เม่ือกล่าวถึงฟังก์ชันโดยไม่ระบุว่าเป็นฟังก์ชันจากเซตใดไปเซตใด จะหมายถึงฟังก์ชันจาก
สับเซตของ   ไป 

ถ้า f  เป็นฟังก์ชันซึ่งโดเมนของฟังก์ชันคือ A   และเรนจ์ของฟังก์ชันคือ B   เรียกฟังก์ชันที่มีสมบัติ
เช่นนี้ว่า ฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  (function from A  onto B ) 
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f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปท่ัวถึง B   ก็ต่อเม่ือ f  เป็นฟังก์ชันท่ีมีโดเมนเป็น A  และเรนจ์เป็น B

บทนิยาม 8

 f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B   เขียนแทนด้วย onto: →

ตัวอย่างที่ 14

ให้ A  =  { }1, 2, 3, 4, 5

 B  =  { }, , ,a b c d
และก�าหนดฟังก์ชัน g  ดังแผนภาพ

จงพิจารณาว่า g  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  หรือไม่

วิธีท�า จากแผนภาพ  จะได้ว่า { }1, 2, 3, 4, 5gD A= =

  และ { }, , ,gR a b c d B= =  

  ดังนั้น g  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B        

g

a

b

c

d

1

2

3

4

5
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ตัวอย่างที่ 15

ให้ A  =  { }1, 2, 3, 4

 B  =  { }, , , ,a b c d e

และก�าหนดฟังก์ชัน h  ดังแผนภาพ

จงพิจารณาว่า h  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B  หรือไม่

วิธีท�า เนื่องจากมี d B∈  ที่ hd R∉

  ดังนั้น h  ไม่เป็นฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง B      

ตัวอย่างที่ 16

ก�าหนด 2( ) 1f x x= +   จงพิจารณาว่า f  เป็นฟังก์ชันจาก   ไปทั่วถึง   หรือไม่

วิธีท�า ให้  2( ) 1y f x x= = +  
  จะได้ว่า 21y x− =  และ 2 0x ≥   ดังนั้น 1y ≥
  จะได้ { } [ )| 1 1,fR y y= ∈ ≥ = ∞

  ดังนั้น f  เป็นฟังก์ชันจาก   ไป   แต่ f  ไม่เป็นฟังก์ชันจาก   ไปทั่วถึง   

หมายเหตุ  จากตัวอย่างข้างต้น f  เป็นฟังก์ชันจาก   ไปทั่วถึง [ )1, ∞

ฟังก์ชันจาก A  ไป B  ที่ไม่มีสมาชิกใน A  สองตัวใด ๆ ที่จับคู่กับสมาชิกใน B  ตัวเดียวกัน นั่นคือ  
ถ้า 1 2x x≠  แล้ว ( ) ( )1 2f x f x≠  เรียกว่า ฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง (one–to–one function) จาก 
A  ไป B  

h
a

b

c

d

1

2

3

4 e
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f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B   ก็ต่อเมื่อ  f  เป็นฟังก์ชันจาก A  ไป B   ซึ่งส�าหรับ  

1x  และ 2x  ใด ๆ  ใน A   ถ้า  ( ) ( )1 2f x f x=  แล้ว  1 2x x=  

บทนิยาม 9

f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B    เขียนแทนด้วย : →

จากบทนิยาม :f A B→  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง ก็ต่อเมื่อ มี 1x  และ 2x  ใน A  ที่ 1 2x x≠   
แต่ ( ) ( )1 2f x f x=

f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไปทั่วถึง B  (one–to–one function from A onto B  หรือ 
one–to–one correspondence)  เขียนแทนด้วย onto: →  หมายถึง f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง
และเป็นฟังก์ชันทั่วถึง

ตัวอย่างที่ 17

ให้ { }1, 2, 3, 4A =

 { }, , , ,B a b c d e=  
และก�าหนดฟังก์ชัน k  ดังแผนภาพ

จงพิจารณาว่า k  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B  หรือไม่

k

a

b

c

d

1

2

3

4
e
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วิธีท�า จากแผนภาพ ไม่มีสมาชิกใน A  สองตัวใด ๆ ที่จับคู่กับสมาชิกใน B  ตัวเดียวกัน 

  นั่นคือ ถ้า 1 2x x≠  แล้ว ( ) ( )1 2k x k x≠  

  ดังนั้น k  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก A  ไป B
                   

ตัวอย่างที่ 18

จงตรวจสอบว่า  ฟังก์ชันที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่
1) ( ) 2f x x= −  
2) ( ) 2 2 1f x x x= + +

วิธีท�า 1) จาก ( ) 2f x x= −   จะได้ว่า fD = 

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ

   สมมติ ( )1f x  =  ( )2f x

   จะได้ 12 x−  =  22 x−

     1x−  =  2x−

   ดังนั้น 1x  =  2x

   นั่นคือ  ถ้า  ( ) ( )1 2f x f x=   แล้ว  1 2x x=

   ดังนั้น  f   เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง

  2) จาก ( ) 2 2 1f x x x= + +   จะได้ว่า fD = 

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ

   สมมติ ( )1f x  =  ( )2f x

   จะได้ 2
1 12 1x x+ +  =  2

2 22 1x x+ +

     2 2
1 2 1 22 2x x x x− + −  =  0

     ( )( ) ( )1 2 1 2 1 22x x x x x x− + + −  =  0

     ( )( )1 2 1 2 2x x x x− + +  =  0

   นั่นคือ 1 2 0x x− =  หรือ 1 2 2 0x x+ + =

     1 2x x=  หรือ 2 1 2x x= − −
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   จะเห็นว่า  มีกรณีที่  1 2x x≠   แต่  ( ) ( )1 2f x f x=  

   เช่น  ให้ 1 0x =  และ 2 0 2 2x = − − = −

     จะได้ ( ) ( ) ( ) ( )2
1 0 0 2 0 1 1f x f= = + + =  

     และ ( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2 2 2 1 1f x f= − = − + − + =

   ดังนั้น  f   ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง      

ในการพิจารณาว่าฟังก์ชันที่ก�าหนดให้เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งหรือไม่  นอกจากการตรวจสอบโดยใช้
บทนิยามของฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งแล้ว  อาจพิจารณาจากกราฟของฟังก์ชันนั้นได้  โดยลากเส้นขนาน
กับแกน X   ตัดกราฟของฟังก์ชันนั้น

ฟังก์ชัน f  จะเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  ก็ต่อเมื่อ  เส้นขนานกับแกน X  ทุกเส้นตัดกราฟของฟังก์ชัน 
f  ไม่เกิน 1 จุด

ฟังก์ชัน f  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึง่ต่อหน่ึง  กต่็อเม่ือ  มเีส้นขนานกบัแกน X  อย่างน้อยหน่ึงเส้นทีต่ดักราฟ
ของ f  มากกว่า 1 จุด

จากการตรวจสอบฟังก์ชันในตวัอย่างท่ี 18  ฟังก์ชัน ( ) 2f x x= −   เป็นฟังก์ชนัหนึง่ต่อหนึง่  และฟังก์ชนั 
( ) 2 2 1f x x x= + +  ไม่เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง  เมื่อพิจารณากราฟของฟังก์ชันทั้งสอง  จะพบว่า  

กราฟของ ( ) 2f x x= −  เป็นเส้นตรงที่ไม่ขนานกับแกน X   ดังรูปที่ 7ก

รูปที่ 7ก                                                           รูปที่ 7ข

Y

X
0

f (x) = 2 –  x

– 4 4

4

Y

X
0

f (x) = 2 –  x

– 4 4

4
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เมื่อลากเส้นขนานกับแกน X  ตัดกราฟ ดังรูปที่ 7ข  จะพบว่าเส้นที่ขนานกับแกน X  แต่ละเส้นจะตัด
กราฟของ  ( ) 2y f x x= = −  เพียงจุดเดียว  แสดงว่า  ส�าหรับจ�านวนจริง 1x  และ 2x  ใด ๆ  ไม่มี 1x  
และ 2x  ที่ต่างกันที่ท�าให้ ( )1f x  เท่ากับ ( )2f x

กราฟของฟังก์ชัน ( ) 2 2 1f x x x= + +   เขียนได้ดังรูป

รูปที่ 8

เมือ่ลากเส้นขนานกบัแกน X   ตดักราฟ จะมเีส้นขนานกบัแกน X   ทีต่ดักราฟของ  ( ) 2 2 1y f x x x= = + +  
สองจุด นั่นคือ มี x  ที่ต่างกันที่ท�าให้ได้ ( )f x  เท่ากัน  เช่น  เส้นตรง 1y =  ตัดกราฟที่จุด ( )0, 1  และ 
( )2, 1−  เป็นต้น

Y

X
0

f (x) = x2 + 2x + 1

– 4 4

4
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แบบฝึกหัด 1.2ก

1. จงพิจารณาว่าแผนภาพที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้ แผนภาพใดแสดงความสัมพันธ์ที่เป็นฟังก์ชัน
 1)            2)

 3)            4)

2. จากแผนภาพหรือกราฟของความสัมพันธ์ต่อไปนี้  จงพิจารณาว่า  ความสัมพันธ์ในข้อใดบ้าง 
 ที่เป็นฟังก์ชันและข้อใดบ้างที่ไม่เป็นฟังก์ชัน
 1)            2)

 3)            4)

a  
 

b  
 

c   

1 
 

2  
 

3   

a  
 

b  
 

c   

1 
 

2  
 

3   

a  
 

b  
 

c  
  

d   
 

1 
 

2  
 

3  
  

4   
 

a  
 

b  
 

c  
  

d   
 

1 
 

2  
 

3  
  

4   
 

2  
 

4  
 

6  
 

8   

1 
 

2  
 

3   

Y

0 X

Y

0 X

– 1

– 1– 2– 3 0

0 1 2 n + 2

n
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 5)            6)

 7)            8)

3. ความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่เป็นฟังก์ชัน  ถ้าไม่เป็น จงให้เหตุผล
 1) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 2, , 3, , 3,a b b c

 2) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 2, , 3, , 4,a a a a

 3) ( ){ }, 2x y A A y x∈ × = −   เมื่อ { }2, 1, 0, 1, 2A = − −

 4) ( ){ },x y A B y x∈ × <   เมื่อ { }0, 1A =  และ { }1, 1B = −

 5) ( ){ }2 2, 4x y x y+ =

 6) ( ){ }, 5x y x y+ =

 7) ( ){ }3, 3 4x y x y+ =  

 8) ( ){ }, 4x y x y+ =

 9) ( ){ }, 3x y x y+ =

Y

Y Y

0

0 0

X

X X

Y

0 X
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4.  จากความสมัพนัธท์ีก่�าหนดใหใ้นรปูตารางตอ่ไปนี ้ ความสมัพนัธใ์ดเปน็ฟงักช์นัจาก A  ไป B
 1)            2)

 3)            4)

5.  จากแผนภาพแสดงฟังก์ชัน f   จงหา ( ) ( ) ( ), ,f a f b f c  และ ( )f d  

 1)            2)

 A  B

a

b

c

d

e

1

2

2

4

3

 A  B

a

b

c

d

e

1

3

2

4

5

 A  B

a

b

a

b

c

1

2

3

4

5

 A  B

a

a

a

b

c

1

2

3

2

5

f
a 1

b

c

d

2

3

4

f
a 1

b

c

d

2

3

4
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6.  ก�าหนดให ้ f  เปน็ฟงักช์นั โดยที ่ { }2, 1, 0, 1, 2= − −fD   จงเขยีนฟงักช์นั f  แบบแจกแจง 
 สมาชิก เมื่อ
 1) ( ) 2f x x=          2) ( ) 2

2
1

xf x
x

=
+

 3) ( ) 2f x x= +         4) ( ) 1f x x= +

7. ให้  ( )



= 



f x

 จงหา ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 , 0 , 1 , , 3 , 9
2

f f f f f f −  
 

 และ ( ) ( )3 3f h f+ −   เมื่อ 0h >

8. ให้  ( ){ }3, 4 3= = + −f x y y x x   จงพิจารณาว่า

 1) ( )3 2f +   เท่ากับ  ( ) ( )3 2f f+   หรือไม่

 2) ( )3 2f ⋅   เท่ากับ  ( ) ( )3 2f f   หรือไม่

9. ก�าหนด { }0, 1, 2, 3, 4, 5A =  ฟังก์ชันที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้เป็นสับเซตของ A A×  จงเขียน 
 กราฟพร้อมทั้งหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน
 1) ( ) 2f x x=          2) ( ) 2 3f x x= −

 3) ( ) 22f x x=          4) ( ){ }2 2, 25= + =f x y x y

10. จงหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้

 1) ( ) 1
2

f x =          2) ( ) 2f x x= +

 3) ( ) 2 1f x x= −         4) ( )f x x=  

11. ก�าหนดให้ ( ) 2 6= −h x x  และ { }4 3hD x x= − < <   จงหา hR  

1  เมื่อ  1<x

x   เมื่อ  1 3≤ ≤x

2   เมื่อ  3>x
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12.	กำ�หนดให้	 { }, ,A a b c= 	และ	 { }, ,B b c d=

 ( ) ( ) ( ){ }1 , , , , ,=f a c b d c c    ( ) ( ) ( ){ }2 , , , , ,=f a d b b c c

 ( ) ( ) ( ){ }3 , , , , ,=f b a c c d a    ( ) ( ) ( ){ }4 , , , , ,=f a b c c b c

 ( ) ( ) ( ){ }5 , , , , ,=f a b b c c d    ( ) ( ) ( ){ }6 , , , , ,=f a c b c c c

 ( ) ( ) ( ){ }7 , , , , ,=f b b c c d a

	 พิจ�รณ�ฟังก์ชันที่กำ�หนดให้ว่�มีฟังก์ชันใดบ้�งที่เป็น
 1)	ฟังก์ชันจ�ก	 A 	ไป	 B       2)	ฟังก์ชันจ�ก	 A 	ไปทั่วถึง	 B  
 3)	ฟังก์ชันจ�ก	 B 	ไป	 A       4)	ฟังก์ชันจ�ก	 B 	ไปทั่วถึง	 B  
 5)	ฟังก์ชันจ�ก	 A 	ไป	 A       6)	ฟังก์ชัน	1 1− 	จ�ก	 A 	ไป	 B
 7)	ฟังก์ชันจ�ก	 B 	ไปทั่วถึง	 A     8)	ฟังก์ชัน	1 1− 	จ�ก	 B 	ไป	 A

13.	จงตรวจสอบว่�		ฟังก์ชันต่อไปนี้ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชัน	1 1−
 1) ( ) 2f x x x= +    2) ( )  2 5= +g x x    3) ( )   2 –1h x x=
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ฟังก์ชันเพิ่มและฟังก์ชันลด
ในการโยนลูกบอลจากระดับพื้นดินขึ้นไปในแนวดิ่ง  ลูกบอลจะขึ้นไปจนถึงจุดสูงสุดแล้วตกลงมาถึงพื้น
ในเวลา 10  วินาที  เมื่อวัดความสูง (นิ้ว) ของลูกบอลจากระดับพื้นดิน ขณะเวลาต่าง ๆ  จะได้ว่า 
ความสูงของลูกบอลจากระดับพื้นดินเป็นฟังก์ชันของเวลา  กราฟของฟังก์ชันนี้แสดงได้ดังรูป

รูปที่ 9

จากกราฟ พบว่า  ในช่วงวินาทีที่ 0  ถึงวินาทีที่ 5   ความสูงของลูกบอลเพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ และจากวินาที
ที ่5  ถงึวนิาททีี ่10   ความสงูของลกูบอลลดลงเรือ่ย ๆ   ในกรณนีีจ้ะกลา่ววา่  ฟงัก์ชนันีเ้ป็นฟงัก์ชันเพิม่
บนช่วง [0, 5]  และเป็นฟังก์ชันลดบนช่วง [5, 10]

ให้ f  เป็นฟังก์ชันซึ่งมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของเซตของจ�านวนจริง และ A  เป็นสับเซต
ของโดเมน

1.  f  เป็น ฟังก์ชันเพิ่ม (increasing function) บนเซต A   ก็ต่อเมื่อ  ส�าหรับ 1x  

    และ 2x  ใด ๆ ใน A   ถ้า 1 2x x<  แล้ว  ( ) ( )1 2f x f x<   

2.  f  เป็น ฟังก์ชันลด (decreasing function) บนเซต A   ก็ต่อเมื่อ  ส�าหรับ 1x  

  และ 2x  ใด ๆ ใน A   ถ้า 1 2x x<  แล้ว  ( ) ( )1 2f x f x>   

บทนิยาม 10

Y (นิ้ว)

0
X (วินาท)ี

5 10

5

10
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ฟังก์ชันเพิ่ม                                       ฟังก์ชันลด
รูปที่ 10ก                                         รูปที่ 10ข

ในกรณทีี ่ f  เปน็ฟงักช์นัเพิม่หรอืฟงักช์นัลดบนโดเมน fD  จะกล่าววา่ f  เปน็ฟังกช์นัเพิม่หรือฟังกช์นั
ลด ตามล�าดับ

ตัวอย่างที่ 19

ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่มีกราฟดังรูป  จงระบุช่วงที่ f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มและช่วงที่ f  เป็นฟังก์ชันลด

วิธีท�า ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบนช่วง ( ], 4−∞ −   และบนช่วง [ ]0, 7
  ฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  [ ]4, 0−   และบนช่วง [ )7, ∞   

0

Y

X

f

x1

f (x1)

x2

f (x2)

f

0

Y

X
x1

f (x2)

x2

f (x1)

X

Y

0

(– 4, 4)

(0, – 3)

(7, 8)

– 5 5

5
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ตัวอย่างที่ 20

จงพิจารณาว่า  ฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพิ่มหรือฟังก์ชันลดบนเซตที่ก�าหนดให้  
1) ( ) 3 2f x x= −  บน 

2) ( ) 3 1g x x= − +  บน 

3) ( ) 2h x
x

=  บนช่วง ( ), 0−∞  และ ( )0, ∞

วิธีท�า 1) ส�าหรับ ( ) 3 2f x x= −

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ  ซึ่ง 1 2x x<

   จะได้ว่า 13x  <   23x

    13 2x −  <   23 2x −

    ( )1f x  <   ( )2f x

   ดังนั้น  f  เป็นฟังก์ชันเพิ่มบน   

X

Y

0– 3 3

f
3

– 3
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  2) ส�าหรับ ( ) 3 1g x x= − +

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ  ซึ่ง 1 2x x<

   จะได้ว่า 3
1x  <   3

2x

      3
1x−  >   3

2x−

      3
1 1x− +  >   3

2 1x− +

      ( )1g x  >   ( )2g x

   ดังนั้น  g  เป็นฟังก์ชันลดบน   

  3) พิจารณาฟังก์ชัน ( ) 2
=h x

x
 บนช่วง ( ), 0−∞  และบนช่วง ( )0, ∞

   ให้ 1x  และ 2x  เป็นจ�านวนจริงใด ๆ บนช่วง ( ), 0−∞   ซึ่ง 1 2x x<

   จะได้ว่า 12x  <  22x

      1

1 2

2x
x x

 <  2

1 2

2x
x x

     เนื่องจาก 1 2 0x x >

X

Y

0– 3 3

g 3

– 3
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2

2
x

 <  
1

2
x

        

      
1

2
x

 >  
2

2
x

          

      ( )1h x  >  ( )2h x     

   ดังนั้น  h  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง  ( ), 0−∞

   เมื่อพิจารณา ( ) 2
=h x

x
  บนช่วง ( )0, ∞  ก็ได้ผลเช่นเดียวกัน

   สรุปได้ว่า h  เป็นฟังก์ชันลดบนช่วง ( ), 0−∞  และบนช่วง ( )0, ∞    

                   

หมายเหตุ จากตวัอยา่งขา้งตน้  ถงึแมว้า่ h  จะเปน็ฟงัก์ชนัลดทัง้บนชว่ง ( ),0−∞  และบนชว่ง ( )0,∞   
   แต่ h  ไม่เป็นฟังก์ชันลดบน { } ( ) ( )0 ,0 0,= − = −∞ ∪ ∞hD  เพราะว่า 2−  และ 1  
   อยู่ ในโดเมนของ h  ซึ่ง 1 มากกว่า 2−  แต่ ( )1h  ไม่น้อยกว่า ( )2h −

X

Y

0– 3 3

h

3

– 3
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แบบฝึกหัด 1.2ข

1. จากกราฟของฟังก์ชันที่ก�าหนดให้  จงหาช่วงที่ฟังก์ชันเป็นฟังก์ชันเพิ่มและช่วงที่ฟังก์ชัน 
 เป็นฟังก์ชันลด
 1)            2)

 3)            4)

2. จงพิจารณาว่า  ฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพิ่มหรือฟังก์ชันลดบนเซตที่ก�าหนดให้
 1) ( ) 3 7f x x= − +  บนช่วง ( )0,∞
 2) ( ) 2 5f x x= − +  บนช่วง ( ],0−∞

 3) ( )f x x=    บนช่วง [ ]2, 6
 4) ( )f x x= −   บนช่วง [ ]0, 5

– 3 0

– 3

3

3

Y

X – 3 0

– 3

3

3

Y

X

– 3 0

– 3

3

3

Y

X
– 3 0

– 3

3

3

Y

X
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1.3 การใช้ฟังก์ชันในชีวิตจริง
ในหัวข้อนี้ จะกล่าวถึงฟังก์ชันท่ีส�าคัญบางชนิดที่นักเรียนรู้จักมาบ้างแล้ว และมีการน�าไปใช้แก้ปัญหา 
ที่พบเห็นในชีวิตจริง  

ฟังก์ชันเชิงเส้น
ฟังก์ชันเชิงเส้น (linear function) คือ ฟังก์ชันท่ีอยู่ในรูป ( )f x ax b= +   เม่ือ a  และ b  เป็น
จ�านวนจริง

กราฟของฟังก์ชันเชิงเส้นจะเป็นเส้นตรงในระบบพิกัดฉาก

ฟังก์ชัน ( )f x ax b= +  เมื่อ 0a =  จะได้ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป ( )f x b=  มีชื่อเรียกว่า ฟังก์ชันคงตัว 
(constant function)

ตัวอย่างที่ 21

พ่อค้าเปิดร้านขายอาหารกล่องเพื่อสุขภาพ  มีต้นทุนสองส่วน  ส่วนแรกคือค่าเช่าร้านเดือนละ 4,000  
บาท  ส่วนที่สองคือต้นทุนวัตถุดิบกล่องละ 15  บาท พ่อค้าตั้งราคาขายไว้ที่กล่องละ 40  บาท  จงหา
1) ฟังก์ชันต้นทุนในการผลิตอาหารกล่อง x  กล่อง ในระยะเวลา 1 เดือน 
2) ฟังก์ชันรายได้จากการขายอาหารเพื่อสุขภาพ x  กล่อง ในระยะเวลา 1 เดือน 
3) พ่อค้าจะต้องขายอาหารกล่องเดือนละกี่กล่อง จึงจะคุ้มทุน

วิธีท�า  1) ให้ C  แทนฟังก์ชันต้นทุนในการผลิตอาหารกล่อง x  กล่อง ในระยะเวลา 1 เดือน
   เนื่องจากต้นทุนประกอบด้วยสองส่วนคือ ค่าเช่าร้านเดือนละ 4,000  บาท 
   และต้นทุนวัตถุดิบ 15  บาทต่อกล่อง
   ดังนั้น  ( ) 15 4,000= +C x x
  2) ให้ R  แทนฟังก์ชันรายได้จากการขายอาหารกล่อง x  กล่อง ในระยะเวลา 1 เดือน
   เนื่องจากราคาขายอยู่ที่ 40  บาทต่อกล่อง 
   ดังนั้น  ( ) 40R x x=

  3)  จุดคุ้มทุนคือจุดที่รายได้เท่ากับต้นทุน นั่นคือ
                  ( )R x  =  ( )C x
 40x  =  15 4,000+x
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 25x  =  4,000
 x  =  160
   ดังนั้น  พ่อค้าจะต้องขายอาหารกล่องเดือนละ 160  กล่อง จึงจะคุ้มทุน 

ตัวอย่างที่ 22

ฟังก์ชันแสดงราคาของรถยนต์ยี่ห้อหนึ่งเมื่อเวลาผ่านไปเป็นฟังก์ชันเชิงเส้น  ถ้าปัจจุบันรถยนต์มีราคา 
500,000  บาท  และในอีก 5  ปีข้างหน้า รถยนต์จะมีราคา 350,000 บาท  จงหา
1) ฟังก์ชันแสดงราคาของรถยนต์เมื่อเวลาผ่านไป x  ปี
2)  เมื่อเวลาผ่านไปสองปี รถยนต์ยี่ห้อนี้จะมีราคาลดลงเหลือเท่าใด 

วิธีท�า 1) ให ้ ( )P x mx b= +  เปน็ฟงักช์นัแสดงราคาของรถยนต์เมือ่เวลาผ่านไป x  ป ี โดย m  และ  
   b  เป็นค่าคงตัว  
   จากโจทย์ ( )0 500,000P =   และ ( )5 350,000P =  
   จะได้  500,000b =

   และ   350,000   =   5 500,000m +

               m  =   350,000 500,000
5
−

     =   30,000−

   ดังนั้น  ( ) 500,000 30,000P x x= −

  2) เมื่อ  2x =   จะได้
    (2)P  =  ( )500,000 30,000 2− ×

     =  440,000
   ดังนั้น เมื่อเวลาผ่านไปสองปี รถยนต์ยี่ห้อนี้จะมีราคาลดลงเหลือ 440,000  บาท 
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อุปกรณ์
1.	 เครื่องชั่งน�้ำหนัก
2.	 แผ่นไม้ที่มีควำมยำวไม่น้อยกว่ำ 1.2	เมตร	และสำมำรถรับน�้ำหนักคนที่ขึ้นไปยืนได้	
3.	 ไม้บรรทัดและดินสอ
4.	 กองกระดำษที่มีควำมสูงเท่ำเครื่องชั่งน�้ำหนัก

ขั้นตอนการปฏิบัติ
1.	 เตรียมแผ่นไม้โดยวดัระยะส�ำหรบัยนืบนแผ่นไม้	ให้แต่ละต�ำแหน่งห่ำงกนั	15	เซนติเมตร	แล้วท�ำ 
	 สัญลักษณ์และก�ำหนดหมำยเลขแต่ละต�ำแหน่งให้เห็นอย่ำงชัดเจน		ทั้งนี้	ต�ำแหน่งหมำยเลข		
 3	ควรอยู่ประมำณกึ่งกลำงของแผ่นไม้	ดังรูป

2.	 น�ำแผ่นไม้วำงบนเครื่องชั่งน�้ำหนัก	 โดยให้ต�ำแหน่งหมำยเลข	0	บนแผ่นไม้อยู่กึ่งกลำงของ 
	 เครื่องชั่งน�้ำหนัก	จัดให้แผ่นไม้อยู่ในแนวขนำนกับพื้นโดยใช้กองกระดำษรองที่ปลำยอีกด้ำน 
	 หนึ่งของแผ่นไม้	และให้ต�ำแหน่งหมำยเลข	6	อยู่ที่กึ่งกลำงของกองกระดำษ	ดังรูป	 เมื่อวำง 
	 แผ่นไม้ลงบนเครื่องชั่งน�้ำหนักแล้วปรับเครื่องชั่งน�้ำหนักให้เข็มอยู่ที่ต�ำแหน่ง	0	กิโลกรัม

	 เครื่องชั่งน�้ำหนัก	 กองกระดำษที่มีควำมสูง
	 	 เท่ำเครื่องชั่งน�้ำหนัก

กิจกรรม : ชั่งน�้าหนัก
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3.	 ให้นักเรียนคนที่	1	ชั่งน�้ำหนัก	โดยเริ่มยืนที่ต�ำแหน่งหมำยเลข	0	อ่ำนตัวเลขแสดงน�้ำหนักบน 
	 เครือ่งชัง่แล้วบนัทึกน�ำ้หนักท่ีอ่ำนได้ในตำรำง	หลังจำกนัน้เปลีย่นต�ำแหน่งทีย่นืไปเรือ่ย	ๆ 	ตำมที่ 
	 ก�ำหนดจนถึงต�ำแหน่งหมำยเลข	6	ซึ่งอยู่บนกองกระดำษ	บันทึกน�้ำหนักที่อ่ำนได้ในแต่ละ 
	 ต�ำแหน่ง	ท�ำซ�้ำแบบเดียวกันกับนักเรียนอีก	2	คน

4.	 น�ำข้อมลูท่ีบันทึกในข้อ	3	ไปเขยีนกรำฟ	โดยให้แกน	X	แสดงระยะทำงจำกต�ำแหน่งหมำยเลข	0  
 (เซนติเมตร) และแกน Y แสดงค่ำทีอ่่ำนได้จำกเคร่ืองชัง่น�ำ้หนกั (กโิลกรมั) แล้วพจิำรณำว่ำ	
 กรำฟแสดงควำมสมัพนัธ์ระหว่ำงระยะทำงจำกต�ำแหน่งหมำยเลข	0 (เซนติเมตร) กบัค่ำทีอ่่ำนได้ 
 จำกเครือ่งชัง่น�ำ้หนกัของนกัเรยีนแต่ละคน	(กโิลกรมั)	มลีกัษณะอย่ำงไร

5.	 จงหำฟังก์ชนัแสดงค่ำทีอ่่ำนได้จำกเคร่ืองชัง่น�ำ้หนกัของนกัเรยีนแต่ละคน	(กโิลกรมั)	เม่ือนกัเรยีน	
	 ยนือยูห่่ำงจำกต�ำแหน่งหมำยเลข	0 เป็นระยะทำง	 x 	เซนตเิมตร

ต�ำแหน่งที่ยืน 0 1 2 3 4 5 6

ระยะทำงจำกต�ำแหน ่ง
หมำยเลข	0 (เซนติเมตร)

0 15 30 45 60 75 90

ค่ำที่อ่ำนได้จำกเครื่องชั่ง
น�้ำหนักของนักเรียนคนที่	1 
(กิโลกรมั)

ค่ำที่อ่ำนได้จำกเครื่องชั่ง
น�้ำหนักของนักเรียนคนที่	2 
(กิโลกรมั)

ค่ำที่อ่ำนได้จำกเครื่องชั่ง
น�้ำหนักของนักเรียนคนที่	3 
(กิโลกรมั)
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แบบฝึกหัด 1.3ก

1. จงจับคู่สมการกับกราฟที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้
 1) 2 9y x= +

 2) 1y x= − −

 3) 2 45y x= +

 

 (ก)  (ข)

  (ค)

– 5 0

– 5

5

5

Y

X

– 6 0– 3

3

Y

Y

X

X

3

6

9

0– 5– 10

5
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2. จงเขียนฟังก์ชันแทนสิ่งที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้  พร้อมทั้งเขียนกราฟ
 1) ค่าขนส่งสินค้าจากกรุงเทพฯ ไปยังจังหวัดที่อยู่ในเขตชายแดนภาคใต้ประกอบด้วย 
  ค่าขนส่งขั้นต้น 150 บาท  กับค่าขนส่งที่คิดตามน�้าหนักสินค้ากิโลกรัมละ 5 บาท
 2) รายรับของพนักงานขายสินค้าของบริษัทแห่งหนึ่งประกอบด้วยเงินข้ันต้น 6,000 บาท   
  รวมกับ 5% ของยอดขายสินค้า (บาท)

3. ในปี 2560  ยอดขายสินค้าชนิดใหม่ของบริษัทแห่งหนึ่งอยู่ที่ 12,000 ชิ้น  ถ้าบริษัทต้องการ 
 ให้ยอดขายสินค้าเพิ่มขึ้นปีละ 10% ของยอดขายในปี 2560
 1) จงเขียนฟังก์ชันแสดงยอดขายสินค้าเมื่อเวลาผ่านไป x  ปี
 2) อีก 5 ปีข้างหน้า บริษัทนี้ควรจะมียอดขายสินค้าเท่าใด

ฟังก์ชันก�าลังสอง 
ฟังก์ชันก�าลังสอง (quadratic function) คอื ฟังก์ชนัทีอ่ยูใ่นรูป 2y ax bx c= + +  เมือ่ , ,a b c  เป็น
จ�านวนจรงิใด ๆ   และ 0a ≠   ลกัษณะของกราฟของฟังก์ชนัขึน้อยูกั่บ ,a b  และ c   เมือ่ a  เป็นจ�านวน
บวกหรือจ�านวนลบ  จะท�าให้ได้กราฟเป็นเส้นโค้งหงายขึน้หรือคว�า่ลง ตามล�าดบั  ดงัรปูที ่11ก และ 11ข

 

จากรูปที่ 11ก และ 11ข จะเห็นว่า  ถ้า 0a >   กราฟเป็นเส้นโค้งหงายขึ้น
          ถ้า 0a <   กราฟเป็นเส้นโค้งคว�่าลง

 
2 , 0y ax bx c a= + + >  

2 , 0y ax bx c a= + + <

 รูปที่ 11ก รูปที่ 11ข
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กราฟของฟังก์ชันก�าลังสองมีชื่อเรียกว่า พาราโบลา
จุดวกกลับ  คือ  จุดยอดของพาราโบลา
       
ในกรณีที่ฟังก์ชันก�าลังสองเขียนอยู่ในรูปของ 2y ax bx c= + +  เม่ือ 0a ≠  การหาจุดสูงสุดหรือ
จุดต�่าสุดของกราฟท�าได้โดยจัดรูปสมการให้อยู่ในรูปของ ( )2y a x h k= − +  โดยอาศัยการจัดบาง
ส่วนของสมการให้อยู่ในรูปก�าลังสองสมบูรณ์ เพื่อให้หาจุดวกกลับของกราฟหรือจุด ( ),h k  ได้ง่ายขึ้น
ดังนี้ 
  จาก y   =   2ax bx c+ +  เมื่อ 0a ≠  

  จะได้ y
a  =  2 b cx xa a+ +  

      y c
a a−  =  2 bx xa+  

   
2

24
y c b
a a a
− +  =  

2
2

24
b bx xa a

+ +

    
2

2
4

4
y b ac
a a

−+  =  ( )2

2
bx a+

            y
a  =  ( )2 2

2
4

2 4
b b acx a a

−+ −

      y  =  ( )2 2 4
2 4
b b aca x a a

−+ −

        y  =  ( )
2 24

2 4
b ac ba x a a

− − − + 
 

  ให้ 2
bh a= −  และ 

24
4

ac bk a
−=  จะได้ ( )2y a x h k= − +   

  กราฟของ 2y ax bx c= + +  เมื่อ 0a ≠  จะมีจุดวกกลับที่จุด 
24,2 4

b ac b
a a

 −− 
 

  

  ให้ ( )y f x=  จะได้ ( )f h k=   ดงันัน้ จงึอาจเขยีนจดุวกกลบัของ f  ในรปู ( ),2 2
b bfa a

 − − 
 

  

  ได้เช่นกัน
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ตัวอย่างที่ 23

จงเขียนกราฟของ ( ) 2 2 3f x x x= − −   พร้อมทั้งหา
1) โดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน f
2) จุดวกกลับของกราฟ
3) จุดวกกลับของกราฟเป็นจุดที่ฟังก์ชันมีค่าสูงสุดหรือค่าต�่าสุดและมีค่าเท่าใด
4) จุดที่กราฟตัดแกน X

วิธีท�า จาก ( ) 2 2 3f x x x= − −

  เขียน ( )f x  ให้อยู่ในรูป ( )2a x h k− +  ได้ดังนี้
    ( )f x  =   2 2 1 1 3x x− + − −  
     =   ( )21 4x − −

  จะได้  1, 1a h= =  และ 4k = −

  เนื่องจาก 0a >   ดังนั้น กราฟของ f  จะหงายขึ้นและมีจุดวกกลับที่จุด ( )1, 4−  
  เขียนกราฟของ ( ) 2 2 3f x x x= − −  ได้ดังนี้

  1) จากกราฟ  พบว่า Df =   และ { }4fR y y= ≥ −

  2) กราฟมีจุดวกกลับที่จุด ( )1, 4−
  3) จุดวกกลับของกราฟเป็นจุดที่ f  มีค่าต�่าสุด และค่าต�่าสุดคือ 4−
  4) จากกราฟ  พบว่า กราฟตัดแกน X  สองจุด

Y

X
0

– 3

3

3

( )1, 4−
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  หาจุดที่กราฟตัดแกน X   โดยก�าหนดให้ 0y =

  นั่นคือ 2 2 3x x− −  =  0
    ( )( )3 1x x− +  =  0  
    3x =  หรือ  1x = −

  ดังนั้น กราฟตัดแกน X  ที่จุด ( )3, 0  และ ( )1, 0−     

ตัวอย่างที่ 24

ชายคนหนึง่โยนลกูบอลขึน้ไปในอากาศในแนวดิง่  ถ้าความสงูจากพืน้ดนิของลกูบอลมหีน่วยเป็นฟตุ  ซึง่
หาได้จาก ( ) 2 2 3f t t t= − + +   เม่ือ t  แทนระยะเวลาตัง้แต่เริม่โยนลูกบอลมีหน่วยเป็นวนิาที  จงหาว่า
1) เมื่อเวลาผ่านไปนานเท่าใด ลูกบอลจะอยู่สูงที่สุดจากพื้นดิน และลูกบอลจะอยู่สูงจากพื้นดินเท่าใด
2) เมื่อเวลาผ่านไปนานเท่าใด ลูกบอลจึงตกถึงพื้นดิน

วิธีท�า 1) กราฟของ 2y ax bx c= + +  เมื่อ 0a ≠   จะมีจุดวกกลับ คือ ( ),2 2
b bfa a

 − − 
 

  

   จาก ( ) 2 2 3f t t t= − + +

   จะได้จุดวกกลับเมื่อ  ( )
2 1

2 1
t = − =

−

   และ ( ) ( ) ( )21 1 2 1 3 4f = − + + =

   นั่นคือ  เมื่อเวลาผ่านไป 1 วินาที  ลูกบอลจะอยู่สูงที่สุดและอยู่สูงจากพื้นดิน 4  ฟุต   

  2) เมื่อลูกบอลตกถึงพื้นดิน  นั่นคือ ( )f t  เท่ากับศูนย์
   จะได้ 2 2 3t t− + +  =  0
    2 2 3t t− −  =  0
    ( )( )3 1t t− +  =  0
      ดังนั้น 3t =   หรือ  1t = −

   เนือ่งจากระยะเวลาท่ีโยนลูกบอลขึน้ไปจนกระท่ังลูกบอลตกถงึพืน้ดนิจะต้องมากกว่าศูนย์   
   ดังนั้น ลูกบอลจะตกถึงพื้นดิน เมื่อโยนลูกบอลขึ้นไปนาน 3  วินาที    
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ตัวอย่างที่ 25

ให้ x  แทนจ�านวนนับ ซึ่งเมื่อน�ามารวมกับจ�านวนนับจ�านวนที่สอง แล้วมีผลบวกเท่ากับ 30  จงหา 
ผลคูณที่มากที่สุดของจ�านวนนับทั้งสองจ�านวน

วิธีท�า ให้  y   แทนจ�านวนนับจ�านวนที่สอง  จะได้ x y+  =  30  
                                                  y  =  30 x−   
  ผลคูณของจ�านวนนับทั้งสอง คือ ( )30x x−  หรือ 230x x−

  เนื่องจากสัมประสิทธิ์ของ 2x  เป็นจ�านวนลบ  กราฟของ ( ) 230f x x x= −  เมื่อ x  
  แทนจ�านวนจริง  จะเป็นพาราโบลาคว�่า  แต่โจทย์ก�าหนดให้ x  แทนจ�านวนนับ  
  ดังนั้น กราฟจึงเป็นจุดบนพาราโบลา  และจุดที่กราฟวกกลับเป็นจุดที่ผลคูณมีค่าสูงสุด    
  เขียนพหุนาม 230x x−  ให้อยู่ในรูปก�าลังสองสมบูรณ์  เพื่อหาจุดวกกลับของกราฟได้ดังนี้

    230x x−  =  2 30 225 225x x− + + −

     =  ( )2 30 225 225x x− − + +

     =  ( )215 225x− − +

  จาก ( )215 225x− − +   เมื่อเทียบกับ ( )2a x h k− +

  จะได้  1, 15, 225a h k= − = =

  และจุด  ( )15, 225   เป็นจุดวกกลับของกราฟ
  เนื่องจากจุดวกกลับเป็นจุดสูงสุดของกราฟ  
  ดังนั้น ผลคูณที่มากที่สุดของจ�านวนนับทั้งสองจ�านวน คือ 225   

ตัวอย่างที่ 26

จงหาค่าต�่าสุดของ 2 2x y+   เมื่อ  16x y+ =     

วิธีท�า จาก  16x y+ =   จะได้  16y x= −  
  เขียน 2 2x y+  ให้อยู่ในรูปของ x   ได้ดังนี้
    2 2x y+  =   ( )22 16x x+ −

     =   22 32 256x x− +

  พิจารณา ( ) 22 32 256f x x x= − +  
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  พบว่าสัมประสิทธิ์ของ  2x   เป็นจ�านวนบวก  ดังนั้น จุดวกกลับของกราฟของ 

  ( ) 22 32 256f x x x= − +  จะเป็นจุดที่ ( )f x  มีค่าต�่าสุดและพิกัดของจุดวกกลับของ

  กราฟของ ( ) 2f x ax bx c= + +  มี 2
b
a−  เป็นสมาชิกตัวหน้า

  จาก  ( ) 22 32 256f x x x= − +   จะได้  2a =   และ  32b = −

  ดังนั้น สมาชิกตัวหน้าของพิกัดของจุดวกกลับ คือ 
( )
( )
32

8
2 2
−

− =

  เนื่องจาก ( ) ( ) ( )28 2 8 32 8 256 128f = − + =

  ดังนั้น พิกัดของจุดวกกลับของกราฟ คือ ( )8, 128

  จะได้ว่า เมื่อ 16x y+ =   ค่าต�่าสุดของ  2 2x y+   คือ  128   

ตัวอย่างของฟังก์ชันที่กล่าวมานี้เป็นเพียงฟังก์ชันพ้ืนฐานท่ีสามารถน�าไปใช้แก้ปัญหาที่พบเห็นในชีวิต
ประจ�าวัน  โดยฟังก์ชันคงตัว ฟังก์ชันเชิงเส้น และฟังก์ชันก�าลังสองเป็นกรณีเฉพาะของฟังก์ชันพหุนาม 
(polynomial function) 

ฟังก์ชันพหุนาม คือ ฟังก์ชันที่อยู่ในรูป 

  ( ) 1 2
1 2 1 0

n n n
n n nf x a x a x a x a x a− −

− −= + + + + +

  

เมื่อ n  เป็นจ�านวนเต็มที่ไม่เป็นจ�านวนลบ  และ 1 2 1 0, , , , ,n n na a a a a− −   เป็นจ�านวนจริง  
ตัวอย่างของฟังก์ชันพหุนาม  เช่น

  ( ) 1f x =

  ( ) 2 5f x x= +

  ( ) 3f x x=

  ( ) 4 2 4f x x x x= + − +

ฟังก์ชนัพหนุามจะต้องมีจ�านวนพจน์เป็นจ�านวนจ�ากัด  อาจมี 1 2 1 0, , , , ,n na a a a a−   เป็นจ�านวนเตม็  
จ�านวนตรรกยะ  หรอืจ�านวนจรงิ  ซึง่จะเรยีกว่าฟังก์ชนัพหนุามบนเซตของจ�านวนเต็ม  ฟังก์ชนัพหนุาม
บนเซตของจ�านวนตรรกยะ หรือฟังก์ชันพหุนามบนเซตของจ�านวนจริง ตามล�าดับ
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แบบฝึกหัด 1.3ข

1. จงจับคู่สมการและกราฟที่ก�าหนดให้

 1) ( )24 3y x= − −        2) ( )24 3y x= − − +  

 3) ( )24 3y x= + −        4) ( )24 3y x= − + +  

 5) ( )22 2y x= −         6) ( )23 4y x= + −     

 7) ( )21 1 32y x= − + −       8) ( )22 3 2y x= − + +     

 9) 2 2 3y x x= − +        10) 
22 4 5y x x= − +  

 

 (ก)  (ข)

 (ค)  (ง)

Y

Y

Y

X

X

X

X

0

0

0

– 3
3

1

0

– 4

Y

– 3

2

2

1
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 (จ)  (ฉ)

 (ช)  (ซ)

 (ฌ)  (ญ)

Y

X

X

0

0

– 1

– 3

– 4

– 3

4

– 4

– 3

Y

2

8

Y

X0

0

0

Y

X

Y

X

Y

X
4

3

0

3
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2. จงเขียนกราฟของฟังก์ชันท่ีก�าหนดให้ต่อไปนี้ พร้อมทั้งหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชัน   
 จุดท่ีกราฟตัดแกน X และจุดวกกลับของกราฟ  และหาว่าจุดวกกลับของกราฟเป็นจุดที ่
 ฟังก์ชันมีค่าสูงสุดหรือค่าต�่าสุด  และมีค่าเท่าใด  
 1) 2 4 5y x x= − −       2) 2 6 8y x x= − + −  
 3) 2 2y x x= − −        4) 2 6 8y x x= − +

3. ถ้ารายได้เฉลี่ยจากการขายสินค้า (ต่อชิ้น)  หลังหักค่าใช้จ่ายแล้วเท่ากับ 100 0.1x−  บาท  
 เมื่อ x  แทนจ�านวนสินค้าที่ขายได้
   1) จงเขียนสมการแสดงรายได้จากการขายสินค้า x  ชิ้น
 2) จงหาว่าจะต้องขายสินค้ากี่ชิ้น จึงจะมีรายได้มากที่สุด และมีรายได้มากที่สุดเท่าใด

4. เจ้าของหอพักแห่งหนึง่มห้ีองพกัส�าหรบัให้เช่า 80 ห้อง  เขาพบว่า ถ้าคดิค่าเช่าห้องละ 4,000  
 บาทต่อเดือน จะมีผู้พักเต็มทุกห้อง  แต่ถ้าเพิ่มค่าเช่าห้องพักเป็นห้องละ 4,200 บาท จะม ี
 ห้องว่าง 1 ห้อง  และถ้าเพ่ิมค่าเช่าห้องพักเป็นห้องละ 4,400 บาท จะมีห้องว่าง 2 ห้อง   
 โดยจ�านวนห้องว่างจะเพิ่มขึ้น 1 ห้อง  เมื่อเพิ่มค่าเช่าอีกห้องละ 200 บาท 
 1) จงเขียนสมการแสดงรายได้ของเจ้าของหอพักแห่งนี้
 2) ถ้าต้องการให้มีรายได้เดือนละ 375,000 บาท  เจ้าของหอพักต้องคิดค่าเช่าห้องละเท่าใด
 3) เจ้าของหอพักต้องตั้งราคาเช่าห้องละเท่าใด จึงจะท�าให้มีรายได้มากที่สุด และมีรายได้ 
  มากที่สุดเท่าใด

5.  ให้จ�านวนนับสองจ�านวนมีผลบวกเป็น 45  และผลคูณเป็น 164   ถ้าจ�านวนนับจ�านวนหนึ่ง 
 เป็น x  จงหาว่า x  มากที่สุดเป็นเท่าใด

6. จงหาค่ามากที่สุดของ 2xy  เมื่อ 2 6x y+ =
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1.4  กราฟของฟังก์ชัน 
กราฟของฟังก์ชัน คือ กราฟของความสัมพันธ์ที่ก�าหนดโดยสมการ   ( )y f x=  ในระบบพิกัดฉาก ซึ่งจะ
ประกอบด้วยจุดท่ีมีคู่อันดับเป็น ( , )x y  โดยที่สมาชิกตัวหน้าคือ x  เป็นสมาชิกในโดเมนของฟังก์ชัน 
และสมาชิกตัวหลังคือ y  หรือ ( )f x  เป็นค่าของฟังก์ชันที่สอดคล้องกับ x   

ในการเขียนกราฟของฟังก์ชัน อาจท�าได้โดยค�านวณหาคู่อันดับที่อยู่บนกราฟให้มากเพียงพอ แล้วลาก
เส้นโค้ง (หรือเส้นตรง) เชื่อมจุดเหล่านั้น  ถ้าทราบพิกัดของคู่อันดับที่อยู่บนกราฟมากเท่าใด ก็จะช่วย
ให้เขียนกราฟได้ถูกต้องมากขึ้นเท่านั้น 

สิ่งส�าคัญที่ควรพิจารณาในการเขียนกราฟ คือจุดตัดแกน X  และจุดตัดแกน Y   กราฟจะตัดแกน X  
เมื่อค่าของ y  ในคู่อันดับเท่ากับ 0   และกราฟจะตัดแกน Y  เมื่อค่าของ x  ในคู่อันดับเท่ากับ 0   

ตัวอย่างที่ 27

จงเขียนกราฟของ ( ) 3 4f x x x= −  

วิธีท�า ให้ ( ) 3 4y f x x x= = −

  กราฟตัดแกน Y  เมื่อ 0x =   จะได้ 0y =

  ดังนั้น กราฟตัดแกน Y  ที่จุด (0,0)
  กราฟตัดแกน X  เมื่อ 0y =  ดังนั้น
    3 4x x−  =  0

    ( )( )2 2x x x− +  =  0

    0x =  หรือ 2x =  หรือ 2x = −

  ดังนั้น กราฟตัดแกน X  ที่จุดสามจุด คือ (0,0), (2,0)  และ ( 2,0)−
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x 3− 2− 1− 0 1 2 3

y 15− 0 3 0 3− 0 15
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ตัวอย่างที่ 28

จงเขียนกราฟของ ( ) 1f x
x

=  และจงพิจารณาว่ากราฟตัดแกน X  และแกน Y  หรือไม่

วิธีท�า ให้ ( ) 1y f x
x

= =

x −10 − 2 −1 − 0.5 − 0.1 0.1 0.5 1 2 10

y − 0.1 − 0.5 −1 − 2 −10 10 2 1 0.5 0.1

  เมื่อ 0x >  กราฟจะเข้าใกล้แกน X  มากขึ้น เมื่อ x  มากขึ้นเรื่อย ๆ 
     และกราฟจะเข้าใกล้แกน Y  ทางบวกมากขึ้น เมื่อ x  เข้าใกล้ 0  
  เมื่อ 0x <  กราฟจะเข้าใกล้แกน X  มากขึ้น เมื่อ x  ลดลงเรื่อย ๆ 
     และกราฟจะเข้าใกล้แกน Y  ทางลบมากขึ้น เมื่อ x  เข้าใกล้ 0  
  แต่กราฟไม่ตัดแกน X  และแกน Y         

– 5

– 5
X

Y

0
(– 10, – 0.1)

(– 0.5, – 2)

(– 0.1, – 10)

(– 1, – 1)

(– 2, – 0.5)

(2, 0.5)
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(1, 1)
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ตัวอย่างที่ 29
 

จงเขียนกราฟของฟังก์ชัน ( )
4 , 2
2 2, 2

x x
f x

x x
− ≥

=  − <
 

วิธีท�า เนื่องจาก ฟังก์ชัน f  ก�าหนดค่าบนช่วงสองช่วง
  ดังนั้น กราฟของ f  ประกอบด้วยสองส่วน คือ
  1. กราฟของเส้นตรง 4y x= −  เมื่อ 2x ≥  
  2. กราฟของเส้นตรง 2 2y x= −  เมื่อ 2x <
  เขียนกราฟของ f  ได้ดังนี ้

                    

X

Y

– 2

2

0 2 4

y = 4 – x เมื่อ x ≥ 2

y = 2x – 2 เมื่อ x < 2
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ตัวอย่างที่ 30

จงเขียนกราฟของ ( )f x x=

วิธีท�า จากบทนิยามของค่าสัมบูรณ์จะได้ว่า 
, 0
, 0

x x
x

x x
≥

= − <

  ดังนั้น กราฟของ ( )f x x=  ประกอบด้วยสองส่วน คือ
  1. กราฟของเส้นตรง y x=  เมื่อ 0x ≥  
  2. กราฟของเส้นตรง y x= −  เมื่อ 0x <
  เขียนกราฟของ f  ได้ดังนี้

                   

X

Y

– 4 0 4

4

บทที่ 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

57



ตัวอย่างที่ 31
  

จงเขียนฟังก์ชันและกราฟของฟังก์ชันแสดงอัตราค่าบริการในการส่งจดหมายในประเทศ (ไปรษณีย์
ธรรมดา)  ซึ่งก�าหนดอัตราค่าบริการ ดังนี้

พิกัดน�้าหนัก ค่าบริการ  (บาท)

ไม่เกิน 20 กรัม
เกิน 20 กรัม แต่ไม่เกิน 100 กรัม
เกิน 100 กรัม  แต่ไม่เกิน 250 กรัม
เกิน 250 กรัม  แต่ไม่เกิน 500 กรัม
เกิน 500 กรัม  แต่ไม่เกิน 1,000 กรัม
เกิน 1,000 กรัม  แต่ไม่เกิน 2,000 กรัม

3.00
5.00
9.00

15.00
25.00
45.00

วิธีท�า เขียนฟังก์ชันในรูป ( )f x   เมื่อ x  แทนน�้าหนักของจดหมาย (กรัม)  และ ( )f x  แทนอัตรา 
  ค่าบริการในการส่งจดหมายในประเทศ (บาท)  ดังนี้

  

( )

3.00    ; 0 20
5.00 ; 20 100
9.00 ; 100 250
15.00 ; 250 500
25.00 ; 500 1,000  
45.00 ; 1,000 2,000

x
x
x

f x
x
x

x

< ≤
 < ≤
 < ≤=  < ≤
 < ≤


< ≤

  เขียนกราฟของฟังก์ชัน f  ได้ดังนี้ (เส้นประขนานกับแกน Y  เขียนไว้เพื่อช่วยให้อ่านกราฟ 
  ได้ชัดเจนยิ่งขึ้น  แต่มิใช่ส่วนหนึ่งของกราฟ)
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ฟังก์ชันที่ม ีโดเมนเป็นสับเซตของเซตของจ�านวนจริง และโดเมนถูกแบ่งออกเป็นช่วงย่อยมากกว่าหนึ่ง
ช่วง โดยค่าของฟังก์ชันในแต่ละช่วงย่อยเป็นค่าคงตัวท่ีเป็นล�าดับเพิ่ม หรือล�าดับลดอย่างใดอย่างหนึ่ง 
เรียกว่า ฟังก์ชันขั้นบันได (step function) โดยกราฟของฟังก์ชันนี้มีลักษณะคล้ายขั้นบันได

ตัวอย่างของฟังก์ชันขั้นบันไดที่พบเห็นในชีวิตประจ�าวัน ได้แก่ อัตราค่าบริการในการส่งจดหมาย หรือ
พัสดุ 

Y (บาท)

X (กรัม)0 20

3
5

9

15

25

45

100 250 500 1000 2000
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แบบฝึกหัด 1.4ก

1. จงเขียนกราฟของฟังก์ชันที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้ พร้อมทั้งหาโดเมนและเรนจ์

 1) ( ) 3  1f x x= +         2) ( ) 2

3,  1
1, 1

x x
f x

x x
+ ≥

= 
− <

 3) ( )  1
2

f x
x

=
+

        4) ( ) 2  f x x= +

2. จงเขยีนฟังก์ชนัและกราฟของฟังก์ชนัแสดงอัตราค่าบรกิารในการส่งพสัดขุองบรษิทัแห่งหนึง่  
 ซึ่งก�าหนดอัตราค่าบริการ ดังนี้

  

พิกัดน�้าหนัก ค่าบริการ  (บาท)

ไม่เกิน  1  กิโลกรัม
เกิน  1  กิโลกรัม  แต่ไม่เกิน  2  กิโลกรัม
เกิน  2  กิโลกรัม  แต่ไม่เกิน  3  กิโลกรัม
เกิน  3  กิโลกรัม  แต่ไม่เกิน  4  กิโลกรัม
เกิน  4  กิโลกรัม  แต่ไม่เกิน  5  กิโลกรัม
เกิน  5  กิโลกรัม  แต่ไม่เกิน  6  กิโลกรัม

20.00
35.00
50.00
65.00
80.00
95.00

3.  จงเขียนฟังก์ชันและกราฟของฟังก์ชันแสดงอัตราค่าบริการในการส่งจดหมาย (ไปรษณีย์ 
 ลงทะเบียน) ของบริษัทแห่งหนึ่ง   ซึ่งก�าหนดอัตราค่าบริการ ดังนี้ 

  

พิกัดน�้าหนัก ค่าบริการ  (บาท)

ไม่เกิน 20 กรัม
เกิน 20 กรัม แต่ไม่เกิน 100 กรัม
เกิน 100 กรัม แต่ไม่เกิน 250 กรัม
เกิน 250 กรัม แต่ไม่เกิน 500 กรัม
เกิน 500 กรัม แต่ไม่เกิน 1,000 กรัม

16.00
18.00
22.00
28.00
38.00
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เทคนิคการเขียนกราฟโดยการเลื่อนกราฟ
บางครั้งการเขียนกราฟของฟังก์ชันสามารถท�าได้โดยการเลื่อนกราฟของฟังก์ชันที่รู้จักขนานกับแกน
พิกัด ซึ่งจะพิจารณาเฉพาะการเลื่อนขนานในแนวตั้งและการเลื่อนขนานในแนวนอน

การเลื่อนขนานในแนวตั้ง

เมื่อเขียนกราฟของฟังก์ชันต่อไปนี้ ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน

  
2  y x=

  
2  1y x= +

  
2  – 2y x=  

จะได้กราฟดังรูปที่ 12  

รูปที่ 12

ลองพจิารณาความสัมพนัธ์ของกราฟเหล่านี ้ ถ้าใช้กราฟของ 2y x=  เป็นหลักในการอ้างอิง  กราฟของ 
2 1y x= +  มีรูปร่างเหมือนกับกราฟของ 2y x=  แต่อยู่ ในต�าแหน่งที่สูงขึ้นไป 1 หน่วย  หรือกล่าวอีก

อย่างหนึ่งได้ว่า  กราฟของ 2 1y x= +  เกิดจากการเลื่อนกราฟของ 2y x=  ขึ้น 1 หน่วย  ในท�านอง
เดยีวกัน กราฟของ 2 2y x= −  มีรปูร่างเหมือนกับกราฟของ 2y x=  แต่เกิดจากการเลือ่นลง 2 หน่วย

ipst.me/12494

สื่อ GeoGebra

X

Y

– 3

– 3

0

3

3

y = x2 + 1
y = x2

y = x2 – 2
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ในกรณท่ัีวไป สมมตว่ิาทราบกราฟของ ( )y f x=  จะเขยีนกราฟของ ( )y f x c= +  และ ( )y f x c= −  
เมื่อ 0c >   จากกราฟของ ( )y f x=  ได้  เนื่องจากสมการ ( )y f x c= +  เมื่อ 0c >  บอกให้ทราบ
ว่า  ส�าหรับแต่ละค่าของ x  ค่า y  ของพิกัดของจุดบนกราฟของ ( )y f x c= +  มากกว่าค่า y  ของ
พิกัดของจุดบนกราฟของ ( )y f x=  อยู่ c  ดังนั้น กราฟของ ( )y f x c= +  ได้จากการเลื่อนกราฟ
ของ  ( )y f x=  ขึน้ c  หน่วย  ดงัรปูที ่13ก  ในท�านองเดียวกนั สามารถเขียนกราฟของ ( )y f x c= −  
เมื่อ 0c >  โดยเลื่อนกราฟของ ( )y f x=  ลง c  หน่วย  ดังรูปที่ 13ข

สมการ วิธีเขียนกราฟ
( ) , 0y f x c c= + > เลื่อนกราฟของ ( )y f x=   ขึ้น c  หน่วย

รูปที ่13ก

( ) , 0y f x c c= − > เลื่อนกราฟของ ( )y f x=   ลง c  หน่วย

รูปที่ 13ข

Y

X

c

0

y = f (x) + c

y = f (x)

Y

X0

y = f (x)

y = f (x) – c

c
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ตัวอย่างที่ 32

จงเขียนกราฟของ ( )    3 f x  x = +  และ ( )    – 2g x  x  =

วิธีท�า กราฟของ     y  x =  เลื่อนขึ้น 3  หน่วย  จะได้กราฟของ f
  และกราฟของ     y  x =  เลื่อนลง 2  หน่วย  จะได้กราฟของ g  ดังรูป
  

    
                   

X

Y

– 3 0 3 6– 6

– 3

3

6

9

12

g (x) = |x| – 2

y = |x|

f (x) = |x| + 3
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การเลื่อนขนานในแนวนอน

เมื่่�อเขีียนกราฟขีองฟังก์ชัันต่่อไปนี� ในระบบพิิกัดฉากเดียวกัน

  
2  y x=

  ( )2  1y x= −( )2  1y x= −( )2  1y x= −

  ( )2  2y x= +  

จะได้กราฟดังรูปที� 14

รูปที� 14

ลองพิิจารณาความื่สัมื่พัินธ์ขีองกราฟเหล่านี�  ถ้าใชั้กราฟขีอง 2  y x=  เป็นหลักในการอ้างอิง  กราฟ
ขีอง ( )2  1y x= −  มื่ีรูปร่างเหมื่่อนกับกราฟขีอง 2  y x=  แต่่อยู่ในต่�าแหน่งที�เล่�อนไปทางขีวา 1 หน่วย   
ในท�านองเดยีวกนั  กราฟขีอง ( )2  2y x= +  มื่รีปูร่างเหมื่อ่นกบักราฟขีอง 2  y x=  แต่่เกดิจากการเล่�อน
ไปทางซ้าย 2 หน่วย

ในกรณทัี�วไป สมื่มื่ติ่ว่าทราบกราฟขีอง ( )y f x=  จะเขีียนกราฟขีอง ( )y f x c= +  และ ( )y f x c= −  
เมื่่�อ 0c >  จากกราฟขีอง ( )y f x=  ได้  เน่�องจากค่าขีอง ( )f x c−  ที� x c+  เท่ากับค่าขีอง ( )f x  
ที� x  ดังนั�น กราฟขีอง ( )y f x c= −  ค่อ กราฟขีอง ( )y f x=  ที�เล่�อนไปทางขีวา c  หน่วย  ดังรูป
ที� 15ก  ในท�านองเดียวกัน  กราฟขีอง ( )y f x c= +  ค่อ กราฟขีอง ( )y f x=  ที�เล่�อนไปทางซ้าย 
c  หน่วย  ดังรูปที� 15ขี

y = (x + 2)2 y = x2

ipst.me/12495

ส่�อ GeoGebra

X

Y

– 3 0 3

3

6

รูปที� 14

y = (x – 1)2
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สมการ วิธีเขียนกราฟ
( ) , 0y f x c c= − > เลื่อนกราฟของ ( )y f x=   ไปทางขวา c  หน่วย

รูปที่ 15ก

( ) , 0y f x c c= + > เลื่อนกราฟของ ( )y f x=   ไปทางซ้าย c  หน่วย

รูปที่ 15ข

X

X

c

c

Y

Y

0

0

y = f (x)

y = f (x)

y = f (x – c)

y = f (x + c)
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ตัวอย่างที่ 33

จงเขียนกราฟของ ( ) 4f x  x  = +  และ ( ) – 2  g x  x  =  

วิธีท�า กราฟของ  y  x =  เลื่อนไปทางซ้าย 4  หน่วย จะได้กราฟของ f
  และกราฟของ  y  x =  เลื่อนไปทางขวา 2  หน่วย  จะได้กราฟของ g  ดังรูป

                   

ตัวอย่างที่ 34

จงเขียนกราฟของฟังก์ชัน ( ) – 3  2f x  x  = +

วิธีท�า กราฟของ  y x=  เลื่อนไปทางขวา 3  หน่วย  จะได้กราฟของ – 3y  x  =  แล้วเลื่อนกราฟ 
  ของ – 3y  x  =  ขึ้น 2  หน่วย  จะได้กราฟของ ( ) – 3  2f x  x  = +  ดังรูป

                   
X

Y

0– 5

5

5 10

f (x) = |x – 3| + 2

X

Y

0– 5– 10

5

5

f (x) = |x + 4| y = |x | g (x) = |x – 2|

y = | x | y = | x – 3|
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แบบฝึกหัด 1.4ข

1. จงเขียนกราฟของแต่ละฟังก์ชันต่อไปนี้  โดยใช้การเลื่อนขนานในแนวตั้งหรือแนวนอน

 1)  ( ) 2 3f x x= −         2)  ( ) ( )22 3g x x= + −

 3)  ( ) 3h x x= −         4)  ( ) 1 3k x x= + +

 5)  ( ) 2 5r x x= − −        6)  ( ) 3 5s x x= + +

2. ในแต่ละข้อต่อไปนี้ ก�าหนดฟังก์ชัน f  และวิธีการเลื่อนกราฟของ f   จงเขียนกราฟและ 
 สมการของกราฟที่ได้ในขั้นสุดท้าย

 1)  ( ) 2 ,f x x=  เลื่อนกราฟขึ้น 2  หน่วย  แล้วเลื่อนไปทางขวาอีก 3  หน่วย

 2)  ( ) 3 ,f x x=  เลื่อนกราฟลง 1 หน่วย  แล้วเลื่อนไปทางซ้ายอีก 5  หน่วย

 3)  ( ) ,f x x=  เลื่อนกราฟไปทางขวา 1
2

 หน่วย  แล้วเลื่อนกราฟลง 2  หน่วย

 4)  ( ) ,f x x=  เลื่อนกราฟไปทางซ้าย 1 หน่วย  แล้วเลื่อนกราฟขึ้น 5  หน่วย

1.5  การด�าเนินการของฟังก์ชัน
ในหัวข้อนี้ จะศึกษาวิธีสร้างฟังก์ชันใหม่จากฟังก์ชันเดิมที่มีอยู่ โดยฟังก์ชันที่มีโดเมนและเรนจ์เป็น 
สับเซตของเซตของจ�านวนจริง  สามารถบวก  ลบ  คูณ  และหารกันได้คล้ายกับจ�านวนจรงิ  เช่น  สมมติ
ว่า พลอยรับจ้างน�าเสื้อไปขายที่ตลาดนัด โดยได้รับค่าจ้างครั้งละ 1,000  บาท รวมกับส่วนแบ่งจากค่า
เสื้อที่ขายได้ตัวละ 50  บาท ดังนั้น รายได้ของพลอยขึ้นอยู่กับจ�านวนเสื้อที่ขายได้ ให้ x  แทนจ�านวน
เสือ้ท่ีขายได้ จะได้ ( ) 50 1,000R x x= +  แทนรายได้ท้ังหมดของพลอย ซึง่เป็นฟังก์ชันของ x  แต่ในการ
ท�างานนีพ้ลอยต้องใช้รถยนต์ของตนเองในการเดนิทาง โดยเสยีค่าน�า้มนัเชือ้เพลงิครัง้ละ 250  บาท และ
ส่วนแบ่งจากค่าเสือ้ทีข่ายได้เป็นค่าจ้างน้องมาช่วยขายอกีตวัละ 20  บาท สามารถเขยีนค่าใช้จ่ายในรปู
ฟังก์ชนัของจ�านวนเสือ้ทีข่ายได้เป็น ( ) 20 250C x x= +  ซึง่เม่ือหกัค่าใช้จ่ายออกจากรายได้แล้วจะมีก�าไร
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    ( )P x  =  ( ) ( )R x C x−

     =  (50 1,000) (20 250)x x+ − +

     =  30 750x +
สังเกตว่า ก�าไร ( )P x  เป็นฟังก์ชันของจ�านวนเสื้อที่ขายได้ x  ตัว

ตวัอย่างนีแ้สดงวธิสีร้างฟังก์ชนัใหม่ทีไ่ด้จากผลต่างระหว่างฟังก์ชนัสองฟังก์ชนั  ในกรณทีัว่ไป  มวีธิกีาร
ด�าเนินการพื้นฐานเชิงพีชคณิตระหว่างฟังก์ชัน 4  แบบ ดังนี้

ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชันท่ีมีโดเมนและเรนจ์เป็นสับเซตของ   ผลบวก (sum) ผลต่าง 
(difference) ผลคูณ (product) และผลหาร (quotient) ของ f  และ g  เขียนแทนด้วย   

, ,f g f g fg+ −  และ f
g

 ตามล�าดับ เป็นฟังก์ชันซึ่งก�าหนดโดย

 ( )( )f g x+  =   ( ) ( )f x g x+

 ( )( )f g x−  =   ( ) ( )f x g x−

 ( )( )fg x  =   ( ) ( )f x g x

 
( )f x

g
 
 
 

 =   ( )
( )

f x
g x

      เมื่อ ( ) 0g x ≠  

บทนิยาม 11

โดเมนของ ,f g f g+ −  และ fg  คอื เซตของจ�านวนจรงิทัง้หมดทีอ่ยูท่ัง้ในโดเมนของ f และโดเมน
ของ g  ซึ่งก็คือ f gD D∩

ส�าหรับโดเมนของ f
g

 คือ เซตของจ�านวนจริงทั้งหมดที่อยู่ทั้งในโดเมนของ f  และ โดเมนของ g  

โดยที่ ( )g x  ต้องไม่เท่ากับ 0  ด้วย  ซึ่งก็คือ ( ){ }0f g gD D x D g x∩ − ∈ ≠ =
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ตัวอย่างที่ 35

ให้ ( ) 3 1f x x= +  และ ( )g x x=

1)  จงหา , ,f g f g fg+ −  และ f
g

 พร้อมทั้งโดเมนของแต่ละฟังก์ชัน

2) จงหา  ( )( ) ( )( ) ( )( )1 , 1 , 2f g f g fg+ −  และ ( )2f
g

 
 
 

 

วิธีท�า 1) เนื่องจากโดเมนของ f  คือ   และโดเมนของ g  คือ [ )0, ∞

   จะได้โดเมนของ ,f g f g+ −  และ fg  คือ [ )0,f gD D∩ = ∞

   และโดเมนของ f
g

 คือ ( ){ } ( )0 0,f g gD D x D g x∩ − ∈ ≠ = ∞=  

   ( )( )f g x+  =  ( ) ( )f x g x+  =  
3 1x x+ +

   ( )( )f g x−  =  ( ) ( )f x g x−  =  3 1x x+ −

     ( )( )fg x   =  ( ) ( )f x g x   =  ( )3 1x x+

    
  

( )f x
g

 
 
 

  =  ( )
( )

f x
g x

   =
 

3 1x
x
+

  2) ( )( )1f g+  =  ( ) ( )1 1f g+   =  ( )31 1 1+ +  =  3

   ( )( )1f g−  =  ( ) ( )1 1f g−   =  ( )31 1 1+ −  =  1

   ( )( )2fg   =  ( ) ( )2 2f g   =  ( )32 1 2+  =  9 2

   
( )2f

g
 
 
 

  =  ( )
( )
2
2

f
g

    =
 

32 1
2
+   =  9

2
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ตัวอย่างที่ 36

ให้  ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 6 , 2, 16 , 3, 12 , 5, 18f =  

และ  ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 6 , 2, 11 , 3, 0 , 4, 1g =

จงหา ,f g fg+  และ f
g

  พร้อมทั้งโดเมนของแต่ละฟังก์ชัน

วิธีท�า เนื่องจากโดเมนของ f  คือ { }1, 2, 3, 5    และโดเมนของ g  คือ { }1, 2, 3, 4   

  จะได้โดเมนของ f g+  และ fg  คือ { } 1, 2, 3f gD  D  ∩ =

  ( )( )1f g+  =  ( ) ( )1 1  f g+   =  6 6+   =  12  จะได ้ ( )1, 12 f g∈ +  

  ( )( )2   f g+  =  ( ) ( )2 2  f g+  =  16 11+  =  27  จะได้ ( )2, 27 f g∈ +  

  ( )( )3f g+  =  ( ) ( )3 3  f g+  =  12 0+   =  12  จะได้ ( )3, 12 f g∈ +  

  ดังนั้น f g+  ( ) ( ) ( ){ }1, 12 , 2, 27 , 3, 12     =

  ( )( )1fg  =  ( ) ( )1 1f g   =  ( )( )6 6  =  36   จะได ้ ( )1, 36 fg∈  

  ( )( )2fg  =  ( ) ( )2 2f g  =  ( )( )16 11  =  176   จะได ้ ( )2, 176 fg∈  

  ( )( )3fg  =  ( ) ( )3 3f g  =  ( )( )12 0  =  0    จะได ้ ( )3, 0 fg∈  

  ดังนั้น  ( ) ( ) ( ){ }1, 36 , 2, 176 , 3, 0  fg  =

  โดเมนของ f
g

 คือ  ( ){ } { }0 1, 2f g gD D x D g x∩ − ∈ ≠ ==

  
( )1f

g
 
 
 

 =  ( )
( )
1
1

f
g

 =
 

6
6

  =   1 จะได ้ ( )1, 1 f
g

∈

  
( )2f

g
 
 
 

 =
 

( )
( )
2
2

f
g

 =  16
11

   จะได้
 

162,
11

f
g

 ∈ 
 

  ดังนั้น ( ) 161, 1 , 2,  
11

 f
g

 
 

 
= 

 


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ฟังก์ชันประกอบ
บอลลูนทรงกลมลูกหนึ่งมีการอัดแก๊สเข้าไป เม่ือเวลาเปลี่ยนไปท�าให้ความยาวรัศมีเพิ่มขึ้นด้วยอัตรา  
0.1  เซนติเมตรต่อวินาที  

ถ้าให้ t  แทนเวลามีหน่วยเป็นวินาที และให้ r  แทนความยาวรัศมีของบอลลูนมีหน่วยเป็นเซนติเมตร 
จะได้ว่าความยาวรัศมีของบอลลูน r  ขึ้นกับเวลา t  ดังนี้
  r  =  0.1t

เมื่อความยาวรัศมีของบอลลูนมีการเปล่ียนแปลง ท�าให้ปริมาตรของแก๊สในบอลลูนมีการเปลี่ยนแปลง
ตามไปด้วย ถ้าให้ V  แทนปริมาตรของแก๊สในบอลลูน และ r  แทนความยาวรัศมีของบอลลูน  
จะได้ว่า
  V  =  34

3 rπ

แทน r  ด้วย 0.1t  จะได้

   V  =  ( )34 0.13 tπ

   =  30.004
3 tπ

จากตัวอย่างนี้ จะเห็นว่าปริมาตรของแก๊สในบอลลูนเป็นฟังก์ชันของความยาวรัศมี และความยาวรัศมี
ของบอลลนูเป็นฟังก์ชนัของเวลา จงึท�าให้ปรมิาตรของแก๊สในบอลลนูเป็นฟังก์ชนัของเวลาด้วย การซ้อน
กันของฟังก์ชันในตัวอย่างอื่น เช่น ราคาสินค้าเป็นฟังก์ชันของต้นทุนการขนส่ง ซึ่งต้นทุนการขนส่งเป็น
ฟังก์ชันของราคาน�้ามัน  ดังนั้นราคาสินค้าจึงเป็นฟังก์ชันของราคาน�้ามันด้วย

ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชัน  ดังแสดงในแผนภาพ

A B C

1

2

3

a

b

c

p

q

r

f g
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จากแผนภาพจะได้  ( ) ( ) ( )1 , 2 , 3f a f c f b= = =

     ( ) ( ) ( ), ,g a p g b p g c q= = =

จาก f  และ g  ที่ก�าหนดให้  จะได้

  ( )( )1  g f  =  ( )g a  =  p

  ( )( )2  g f   =  ( )g c  =  q

  ( )( )3  g f  =  ( )g b  =  p

จะเห็นว่าฟังก์ชันที่สร้างขึ้นใหม่เป็นฟังก์ชันจากเซต A  ไปเซต C  เขียนแทนฟังก์ชันนี้ด้วย g f   
(อ่านว่า จีโอเอฟ) และเรียกว่า ฟังก์ชันประกอบ (composite function) ของ f  และ g   โดย

 ( )1g f  =  ( )( )1  g f  =  p

 ( )2g f  =  ( )( )2  g f  =  q

 ( )3g f  =  ( )( )3  g f  =  p

นั่นคือ ( ) ( ) ( ){ }1, , 2, , 3, p   q  g  pf =

จากแผนภาพ ส�าหรับแต่ละ x  ในเซต A  ถ้ามี ( )y f x=  ในเซต B  และมี ( )z g y=  ในเซต C   
จะหา ( )( )g f x  ได้ ซึ่งเท่ากับ z  สถานการณ์ข้างต้นท�าให้เกิดฟังก์ชันประกอบ g f  เพราะฉะนั้น
การเกดิ g f  มเีงือ่นไขส�าคญัคือ ต้องมี y  อยูใ่น fR  และ gD  พร้อมกนั นัน่คอื f gR D∩  ต้องไม่ใช่ 
เซตว่าง ดังนั้น จึงให้บทนิยามของฟังก์ชัน g f  ดังนี้

CA Bf g

( )y f x= ( )z g y= = ( )( )g f xx
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ให้ f  และ g  เป็นฟังก์ชัน  และ f gR D∩ ≠∅

ฟังก์ชันประกอบของ f  และ g  เขียนแทนด้วย g f  คือฟังก์ชันที่โดเมนคือ 

( ){ }g f f gD x D f x D= ∈ ∈


และก�าหนด g f  โดย

( ) ( )( )g f x g f x=   ส�าหรับทุก x  ใน g fD


บทนิยาม 12

ตัวอย่างที่ 37

ให้ ( ) 2 3f x x= −  และ ( ) 2g x x= +  จงหาฟังก์ชัน g f  และ f g  พร้อมทั้งโดเมน

วิธีท�า จาก ( ) 2 3f x x= −   จะได้ fD =   และ [ )3,fR = − ∞

  จาก ( ) 2g x x= +   จะได้ gD =   และ gR = 

  เนื่องจาก [ )3,f gR D∩ = − ∞  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง  จึงมี g f   โดยที่

     g fD


 =   ( ){ }f gx D  f x D∈∈

     =   { }2 3x   x ∈∈ − 

     =   

  ส�าหรับ g fx D∈


  จะได้ 

              ( )g f x  =   ( )( )g f x

     =   ( )2 – 3g x

     =   ( )2 – 3 2x +

     =   2 –1x  
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  ดังนั้น 2( ) 1g f x x= −  โดยที่ g fD =




  เนื่องจาก g fR D∩ =   ซึ่งไม่ ใช่เซตว่าง  จึงมี f g   โดยที่ 

    f gD


 =   ( ){ } g fx D  g x D∈∈  

     =   { }2x  x ∈∈ + 

     =   

  ส�าหรับ f gx D∈


  จะได้

    ( )f g x  =   ( )( )f g x

     =   ( )2f x +

     =   ( )22 – 3x +

     =   2 4 1x x+ +  

  ดังนั้น ( ) 2 4 1f g x x x= + +  โดยที่ f gD =


     

หมายเหตุ   จากตัวอย่างข้างต้น  จะเห็นได้ว่า f g g f≠ 

ตัวอย่างที่ 38

ก�าหนด ( ) 2 1f x x= − −  และ ( )g x x=  จะมี g f  และ f g  หรือไม่ เพราะเหตุใด ถ้ามี  

จงหา g f  และ f g  พร้อมทั้งโดเมน

วิธีท�า จาก ( ) 2 1f x x= − −   จะได้ fD =   และ ]( , 1fR = −∞ −

  จาก ( )g x x=   จะได้ [ )0,gD = ∞  และ [ )0,gR = ∞

  เนื่องจาก f gR D∩ = ∅   จึงไม่มี g f

  เนื่องจาก [ )0,g fR D∩ = ∞  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง  จึงมี f g   โดยที่

    f gD


 =   ( ){ }g fx D g x D∈∈

     =   { },[ )0 xx∈ ∞ ∈

     =   [ )0, ∞
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  ส�าหรับ f gx D∈


  จะได้

    ( )f g x  =   ( )f x

     =   ( )2
1x− −

     =   1x− −

  ดังนั้น ( ) 1f g x x= − −  โดยที่ [ )0,f gD = ∞


    

ตัวอย่างที่ 39

ก�าหนด ( )f x x=  และ ( ) 2g x x=   จงหา g f  และ f g  พร้อมทั้งโดเมน

วิธีท�า จาก ( )f x x=   จะได้ [ )0,fD = ∞  และ [ )0,fR = ∞

  จาก ( ) 2g x x=   จะได้ gD =   และ  [ )0,gR = ∞

  เนื่องจาก [ )0,f gR D∩ = ∞  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง  จึงมี g f   โดยที่

    g fD


 =   ( ){ }f gx D f x D∈∈

     =   { }),[0x  x∈ ∞ ∈

     =   [ )0, ∞

  ส�าหรับ g fx D∈


  จะได้

    ( )g f x  =   ( )g x

     =   ( )2
x

     =   x

  ดังนั้น  ( ) =g f x x   โดยที่ [ )0,g fD = ∞


  เนื่องจาก [ )0,g fR D∩ = ∞  ซึ่งไม่ใช่เซตว่าง  จึงมี f g   โดยที่

    f gD


 =   ( ){ }g fx D g x D∈∈

     =   { }2 0 ),[x  x ∈∈ ∞

     =   

บทที่ 1 | ความสัมพันธ์และฟังก์ชัน

หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเติมคณิตศาสตร์  ชั้นมัธยมศึกษาปีที่ 4  เล่ม 2

สถาบันส่งเสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี

75



  ส�าหรับ f gx D∈


  จะได้

     ( )f g x  =   ( )2f x

     =   2x

     =   x

  ดังนั้น   ( )f g x x=   โดยที่ f gD =


      

ตัวอย่างที่ 40

ให้ ( ) ( ) ( ){ }    1, 5 , 2, 4 , 3, 6f =  และ ( ) ( ) ( ){ }3, 8 , 4, 10 , 5, 9g =  จงหา  g f

วิธีท�า 

  { } 1, 2, 3  fD   =  และ { }    4, 5, 6fR   =

  { }  3, 4, 5gD   =  และ { }   8, 9, 10gR   =

  จะได้ { }4, 5f gR D∩ =  ซึ่งไม่ ใช่เซตว่าง จึงมี g f  

  เนื่องจาก ( )1      5 f =  และ ( )5     9g =

  ดังนั้น ( ) ( )( ) ( )1       1       5      9g f g f g= = =

  เนื่องจาก ( )2       4 f =  และ ( )4  1 0g =

  ดังนั้น ( ) ( )( ) ( )2       2       4      1 0g f g f g= = =

f g

1

2

3

8

9

10

3

4

5

6
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  เนื่องจาก ( )3    6 f =  แต่ 6  ไม่อยู่ ในโดเมนของ g

  ดังนั้น 3  ไม่อยู่ในโดเมนของ g f

  จะได้ ( ) ( ){ }1, 9 , 2, 10g f =         

ข้อสังเกต จากตัวอย่างข้างต้น จะเห็นว่าไม่มี f g  เพราะ g fR D∩ = ∅

ในตัวอย่างที่กล่าวมาข้างต้น  ได้แสดงวิธีสร้างฟังก์ชันประกอบจากฟังก์ชันที่ก�าหนดให้  ซึ่งในบางครั้ง

เมือ่พบฟังก์ชนัทีม่รีปูแบบซบัซ้อน   อาจจะเขยีนให้อยู ่ในรปูของฟังก์ชนัประกอบของฟังก์ชนัทีม่รีปูแบบ

อย่างง่ายได้  ดังแสดงในตัวอย่างต่อไปนี้

ตัวอย่างที่ 41

ก�าหนด ( ) ( )102 – 3  F x x=  จงเขียน F  ให้อยู่ ในรูปของฟังก์ชันประกอบของฟังก์ชันสองฟังก์ชัน

วิธีท�า   สังเกตว่าค่าของฟังก์ชัน F  ที่ x  ได้จากการหาค่า 2 3x −  แล้วจึงยกก�าลัง 10

  ดังนั้น  ให้ ( ) 2 3f x x= −  และ ( ) 10g x x=

  จะได้ว่า  ( ) ( )( ) ( ) ( )102 3 2 3g f x g f x g x x= = − = −

  ดังนั้น  F g f=              

การเขียนฟังก์ชันให้อยู่ในรูปฟังก์ชันประกอบอาจท�าได้หลายวิธี  เช่น  จากตัวอย่างข้างต้น

  ถ้าให้   ( ) 2h x x=   และ  ( ) ( )103k x x= −

  จะได้   ( ) ( )( ) ( ) ( )102 2 3k h x k h x k x x= = = −

  ดังนั้น   F k h=    

การเลือกฟังก์ชันที่มาประกอบกันแล้วได้ฟังก์ชันที่ก�าหนดให้  จึงขึ้นอยู่กับความเหมาะสมและความ

สะดวกในการค�านวณ 
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แบบฝึกหัด 1.5

1. จงหา , ,f g f g fg+ −  และ f
g

 พร้อมทั้งโดเมนของแต่ละฟังก์ชัน

 1) ( ) ( )2  ,   – 2f x x g x x= =      2) ( ) ( )2 29 , 2f x x g x x= − = −

 3) ( ) ( )3 2 2  4 ,   3 1f x x x g x x= + = +   4) ( ) ( )2 4,
2

f x g x
x x

= = −
+

 5) ( ) ( )2 1, 1f x x g x x= + = −   6) ( ) ( )1 ,
2 1

xf x g x
x x

= =
+ −

2. จงหาโดเมนของฟังก์ชัน

 1) ( ) 2f x x x= + −       2) ( ) 12f x x
x

= + −

 3) ( ) ( ) ( )
12
42 4f x x x= + −      4)

 
( ) 5

1
x

f x
x
+

=
−

3. ให้  ( )  3 – 5 f x x=   และ  ( ) 2  1 –  g x x=   จงหา

 1) ( )( )0f g  และ   ( )( )0g f

 2) ( )( )4f f  และ   ( )( )1g g

 3) ( )–2f g  และ   ( )–2g f

 4) ( )–1f f  และ  ( )2g g

4. ให้ ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }  –3, 1 , 0, 4 , 2, 0 ,    –3, 2 , 1, 2 , 2, 6f    g    = =  
 และ ( ) ( ){ }  2, 4 , 1, 0h =   จงหาฟังก์ชันต่อไปนี้
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 1) f g+       2) f g−  

 3) g f−       4) fg      

 5) f
g

       6) 
g
f

 7) f g       8) g f  

 9) f h       10)  h f  

 11)  h g       12)  g h

5. จงหา , ,f g g f f f    และ g g   พรอ้มทัง้โดเมนของแตล่ะฟงักช์นั เมือ่ก�าหนดฟงัก์ชนั  
 f  และ g  ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

 1) ( ) ( )   3 2 ,   4 –1f x x   g x x= + =    2) ( ) ( )2  ,   5f x x  g x x= = +

 3) ( ) ( )1   ,   2 3f x  g x x
x

= = +     4) ( ) ( )   ,   2 – 5f x x  g x x= =

 5) ( ) ( )1   ,   2 – 3xf x  g x x
x
+

= =    6) ( ) ( )3   ,   f x x  g x x= =

6. ก�าหนด ( ) 4 4 ,f x x= + ( ) 5g x x= −  และ ( )h x x=   จงหา ( )f g h    

 และ  ( )f g h   

7. จงหาฟังก์ชัน f  และ g  ซึ่ง  f g h=  เมื่อก�าหนดฟังก์ชัน h  ในแต่ละข้อต่อไปนี้

 1) ( ) ( )8   – 9h x x=       2) ( ) 5h x x= +

 3) ( )
2

2 2
xh x

x
=

+
      4) ( ) 1

10
h x

x
=

+
 

 5) ( ) 51h x x= −       6) ( ) 2h x x= +

8. ถ้า ( )  2 1g x x= +  และ ( ) 2  4 4 7 h x x x= + +  แล้ว  จงหาฟังก์ชัน f  ซึ่ง f g h=
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1.6  ฟังก์ชันผกผัน
จากท่ีได้กล่าวมาแล้วว่า  เม่ือก�าหนดความสัมพันธ์ใด ๆ ให้ สามารถหาตัวผกผันของความสัมพันธ์ได้   
โดยการสลบัทีข่องสมาชกิตวัหน้าและสมาชกิตวัหลงัในแต่ละคูอ่นัดบัทีเ่ป็นสมาชกิของความสมัพนัธ์นัน้

เนือ่งจากฟังก์ชันเป็นความสัมพนัธ์  ดงันัน้จงึมตีวัผกผนัของฟังก์ชนัซึง่เป็นความสมัพนัธ์  แต่มข้ีอสงัเกต
คือ  ตัวผกผันของฟังก์ชันไม่จ�าเป็นต้องเป็นฟังก์ชันเสมอไป เช่น
   ส�าหรับ   f   =  ( ) ( ) ( ){ }1, 2 , 2, 3 , 3, 4      เป็นฟังก์ชัน

   และ 1f −   =  ( ) ( ) ( ){ }2, 1 , 3, 2 , 4, 3      เป็นฟังก์ชัน

   ส�าหรับ   g    =  ( ) ( ) ( ){ }1, 2 , 3, 2 , 2, 3      เป็นฟังก์ชัน

   แต่ 1g−   =  ( ) ( ) ( ){ }2, 1 , 2, 3 , 3, 2      ไม่เป็นฟังก์ชัน

ถ้าตัวผกผันของฟังก์ชัน f  เป็นฟังก์ชันแล้ว จะเรียก 1f −  ว่าเป็น ฟังก์ชันผกผัน (inverse function)  
ของ f  และกล่าวว่า  ฟังก์ชัน f  มีฟังก์ชันผกผัน

ฟังก์ชันที่จะมีฟังก์ชันผกผันต้องเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง

ให้ f  เป็นฟังก์ชัน

           f  มีฟังก์ชันผกผัน  ก็ต่อเมื่อ  f  เป็นฟังก์ชัน 1 1−

ทฤษฎีบท 1
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ตัวอย่างที่ 42

ฟัังก์์ชััน f  ซึ่่�งก์ำหนดโดย ( ) 3 1f x x= +   มีีฟัังก์์ชัันผก์ผันหรืือไมี่

วิธีท�า วิธีที่ 1 ใชั้บทนิยามี  โดยเขียน f  ให้อยู่ในรืูปเซึ่ต  จะได้  ( ){ }, 3 1f x y y x= = +

    จะได้ ( ){ } ( )–1 1   ,  3 1    ,   
3

| | xf x  y  x y x  y  y − = = + = = 
 

    ให้ ,x y  และ z  เป็นจ�านวนจรืิงใด ๆ  ซึ่่�ง ( ) 1,x y f −∈  และ ( ) 1,x z f −∈

    จะได้ว่า  1
3

xy −
=  และ  1

3
xz −

=  

    ดังนั้น  y z=   เสมีอ

    จะได้  1f −   เป็นฟัังก์์ชััน  นั�นคืือ f  มีีฟัังก์์ชัันผก์ผัน

  วิธีที่ 2 ใชั้ทฤษฎีบท  โดยแสดงว่า f  เป็นฟัังก์์ชััน 1 1−  ดังนี้

    ให้  x1 และ x2 เป็นจ�านวนจรืิงใด ๆ   ซึ่่�ง  ( ) ( )1 2f x f x=

    จะได้ว่า 1 23 1  3 1x x+ = +

    ท�าให้ 1 2x x=

    ดังนั้น f  เป็นฟัังก์์ชััน 1 1−  และโดยทฤษฎีบท  จะได้ f  มีีฟัังก์์ชัันผก์ผัน 

    

ตัวอย่างที่ 43

ก์�าหนดให้ ( ) 2f x x=  จงพิจารืณาว่า f  มีีฟัังก์์ชัันผก์ผันหรืือไมี่

วิธีท�า ใชั้บทนิยามี  โดยเขียน f  ให้อยู่ในรืูปเซึ่ต  จะได้  ( ){ }2,f x y y x= =

  จะได้ ( ){ }1 2,f x y x y− = =

  จะเห็นว่า 1f −  ไมี่เป็นฟัังก์์ชััน   เพรืาะ ( ) 11, 1 f −− ∈  และ ( ) 11, 1 f −∈   

  ดังนั้น f  ไมี่มีีฟัังก์์ชัันผก์ผัน          

| |
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ในกรณีท่ีฟังก์ชัน f  มีฟังก์ชันผกผัน ซึ่งหมายถึง 1f −  เป็นฟังก์ชัน โดยที่โดเมนของ 1f −
 เท่ากับ   

เรนจ์ของ f  และเรนจ์ของ 1f −  เท่ากับ  โดเมนของ f

และ ( ),x y f∈  ก็ต่อเมื่อ ( ) 1,y x f −∈

นั่นคือ ( )y f x=  ก็ต่อเมื่อ ( )1x f y−=    ------- ( )1

แสดงว่า f  ส่ง x  ไป y  ก็ต่อเมื่อ 1f −  จะส่ง y  ไป x

ดังนั้น  ส�าหรับทุก ๆ fx D∈  ถ้า ( )y f x=  จะได้ ( )1f y x− =  ท�าให้

       ( ) ( )( )1 1x f y f f x− −= =

และส�าหรับทุก ๆ  fy R∈  ถ้า ( )y f x=  จะได้ ( )1f y x− =  และท�าให้

       ( ) ( )( )1y f x f f y−= =

จากตัวอย่างที่ 42 และ 43 ซึ่งแสดงการหา 1f −  โดยการเขียน f  ในรูปเซต  อาจจะหา 1f −  ได้จาก 
( )1  นั่นคือ  จาก ( )y f x=  ซึ่งเป็นสมการที่เขียน y  ในพจน์ของ x  จากนี้จะหา x  ในพจน์ของ  y  
ซึ่งหมายถึง ( )1x f y−=  ขั้นต่อไปเปลี่ยน x  เป็น y  และ y  เป็น x  เพื่อที่จะได้ ( )1y f x−=  

จะแสดงการหาฟังก์ชันผกผันโดยวิธีนี้กับฟังก์ชันในตัวอย่างที่ 42  คือ ( ) 3 1f x x= +

ดังนั้น  ( ) 3 1y f x x= = +

หา x  ในพจน์ของ y  จะได้  ( )11
3

yx f y−−
= =

เปลี่ยน x  เป็น y  และเปลี่ยน y  เป็น x

จะได้  ( )11
3

xy f x−−
= =

นั่นคือ  ( )1 1
3

xf x− −
=
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ตัวอย่างที่ 44

จงหาฟังก์ชันผกผันของฟังก์ชัน f  ซึ่งก�าหนดโดย ( )
3 2
3

xf x +
=

วิธีท�า จาก  ( )
3 2
3

xy f x +
= =

  หา x  ในพจน์ของ y  จะได้ 3 3 2x y= −  หรือ ( )13 3 2x y f y−= − =

  สลับ x  กับ y  จะได้ ( )1 3 3 2y f x x−= = −      

ให้ f  เป็นฟังก์ชันที่มีฟังก์ชันผกผัน  พิจารณากราฟของ f  และกราฟของ 1f −  ว่ามีความสัมพันธ์
กันอย่างไร
  จาก   ( )b f a=   ก็ต่อเมื่อ ( )1a f b−=

  แสดงว่า  จุด ( ),a b  อยู่บนกราฟของ f  ก็ต่อเมื่อ จุด ( ),b a  อยู่บนกราฟของ 1f −

     จุด ( ),b a  ได้จากการสะท้อนภาพของจุด ( ),a b  ข้ามเส้นตรง y x=  ดังรูป

จากที่ได้กล่าวไว้แล้ว  กราฟของตัวผกผันของความสัมพันธ์ r   ได้จากกราฟของ r  โดยเขียนภาพ
สะท้อนข้ามเส้นตรง y x=  จะสามารถเขียนกราฟของฟังก์ชันผกผัน 1f −  ของ f  จากกราฟของ f   
ได้ในท�านองเดียวกัน

X
b

b

Y

0 a

a

y = x

( ),b a

( ),a b
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ตัวอย่างที่ 45

ก�าหนด ( ) 2f x x= −   จงหา 1f −  แล้วเขียนกราฟของ f  และ 1f −

วิธีท�า จาก ( ) 2y f x x= = −  

  หา x  ในพจน์ของ y  จะได้ 2 2x y= +  และ 0y ≥

  สลับ x  กับ y  จะได้  2 2y x= +   และ 0x ≥

  จะได้ ( )1 2 2f x x− = +   โดยที่ { }1 | 0fD x x− = ≥

  ต่อไปเขียนกราฟของ f  ซึ่งท�าให้ได้กราฟของ 1f −  โดยสะท้อนข้ามเส้นตรง y x=  ดังรูป

 

                   

X

Y

0 2

2

4 6 8

f

f –1

4

6

8 y = x
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แบบฝึกหัด 1.6

1. ให้ f  เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง

 1)  ถ้า ( )3 10f =     จงหา ( )1 10f −

 2)  ถ้า ( )1 3 4f − =−   จงหา ( )4f −

 3)  ถ้า ( )10 18f =    จงหา ( )1 18f −

 4)  ถ้า ( )1 4 3f − =    จงหา ( )3f

 5)  ถ้า ( ) 5 2f x x= +   จงหา ( )1 10f −

 6)  ถ้า ( ) 2 4f x x x= +   เมื่อ  2x ≥ −  จงหา ( )1 12f −

2. จงพิจารณาว่าฟังก์ชัน f  มีฟังก์ชันผกผันหรือไม่  ถ้ามี จงหาฟังก์ชันผกผัน

 1)  ( ) 2 5f x x= +

 2)  ( ) 1f x
x

=

 3)  ( ) 2 4f x x= −  เมื่อ 0x ≥

 4)  ( ) 1
3

f x
x

=
−

 5)  ( ) 1g x x= −  

3. จงหาฟังก์ชันผกผันของ f

 1)  ( ) 5f x x= −         2)  ( )
5
xf x =

 3)  ( ) 5 2
1 3

xf x
x

−
=

+
       4)  ( ) 2  5 – ,  0f x x x= ≥

 5)  ( ) 1 1f x x= + +  

f
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4. ก�าหนดฟังก์ชัน f  ดังนี้
 (ก) ( ) 3 6f x x= +  
 (ข) ( ) 3 – 2f x x=

 (ค) ( ) 29 – , 0f x x x= ≥  
 (ง) ( ) 3f x x= +

 1)  จงเขียนกราฟของ f
 2)  จงเขียนกราฟของ 1f −  โดยใช้กราฟของ f
 3)  จงหา 1f −

5.  ก�าหนดให้ ( ) 3f x x=   ฟังก์ชนั f  มฟัีงก์ชนัผกผันหรอืไม่  ถ้าม ีจงหาฟังก์ชนัผกผันของ f

6.  ก�าหนดให้ ( ) 4f x x= +  ฟังก์ชัน f  มีฟังก์ชันผกผันหรือไม่ ถ้ามี จงหาฟังก์ชันผกผัน 
 ของ f
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แบบฝึกหัดท้ายบท

1.  ถ้า { }2| 25E x x= ∈ <  และ ( ) ( ) ( ) ( ){ }4, 2 , 3, 1 , 2, 3 , 5, 4r =  แล้ว  จงพิจารณาว่า  
 r  เป็นความสัมพันธ์บนเซต E  หรือไม่

2. จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์ต่อไปนี้
 1) ( ){ }2,r x y y x= =

 2) ( ){ }3,r x y y x= =

 3) ( ){ },r x y y x= = −  

 4) ( ) ( ){ }2, 2r x y y x= = −

 5) ( ){ }2, 1r x y y x= = −  

 6) ( ) 1,
1

r x y y
x

  = = 
−  

 7) ( ) 3,
5

xr x y y
x

 = = 
+ 

 

 8) ( )
2

1,
9

r x y y
x

  = = 
 − 

3. จงหาตวัผกผันของความสมัพนัธ์  พร้อมท้ังหาโดเมนและเรนจ์ของตวัผกผันของความสมัพนัธ์   
 เมื่อก�าหนดความสัมพันธ์ดังต่อไปนี้
 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2, 2 , 2, 3 , 1, 4 , 3, 2 , 3, 3r =

 2) ( ){ }, 2 1r x y x y= + =

 3) ( ){ },r x y y x= =

 4) ( ){ },r x y y x= >

|

2.

3.
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4. จงเขียนกราฟของ r  และ 1r−  ในระบบพิกัดฉากเดียวกัน  เมื่อก�าหนดความสัมพันธ์ r

 ดังต่อไปนี้
 1) r = ( ){ }, 2x y A A y x∈ × = −   เมื่อ A = { }3, 2, 1, 0, 1, 2, 3− − −

 2) ( ){ }, 2r x y y x= =

 3) ( ){ }, 1 2r x y y x= > −

5. ถ้า r  และ s  เป็นความสัมพันธ์ ซึ่ง r sD R=  และ r sR D=  แล้วจ�าเป็นหรือไม่ ที่ s   
 จะเป็นตัวผกผันของ r   ถ้าไม่จ�าเป็น  จงยกตัวอย่างค้าน

6. จากแผนภาพหรือกราฟของความสัมพันธ์ต่อไปนี้  จงพิจารณาว่า  ความสัมพันธ์ในข้อใดบ้าง 
 ที่เป็นฟังก์ชันและข้อใดบ้างที่ไม่เป็นฟังก์ชัน
 1)            2)

 3)            4)

4.

5.

6.

X

X

X

Y

Y

Y

0

0

0

X

Y

0
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7. ความสัมพันธ์ต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันหรือไม่เป็นฟังก์ชัน  ถ้าไม่เป็น จงให้เหตุผล
 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , 2, , 3, , 4, , 4,a b c d e

 2) ( ){ },x y A A y x∈ × ≥   เมื่อ { }1, 2, 3A =

 3) ( ){ }, 3=x y x

 4) ( ){ }, =x y y x

 5) ( ){ , 1=x y y  เมื่อ 0x ≥  และ 1= −y  เมื่อ }0≤x

8. ถ้า ( ) 2 3 5= + −f x x x   จงหา ( ) ( ) ( ) ( )0 , 1 , 3 ,f f f f a−  และ ( ) ( )f x h f x
h

+ −
  

 เมื่อ  0h ≠

9. จงหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้
 1) ( ) 2 1f x x= +         

 2) ( ) 2f x x= −

 3) ( )
2

2
xf x =         

 4) ( ) 22f x x=

 5) ( ) 1f x x= +  

10. จงหาโดเมนและเรนจ์ของฟังก์ชันต่อไปนี้ พร้อมทั้งเขียนกราฟ
 1) ( ) 5 2f x x= − +    

 2) ( ) 3 5f x x= −

 3) ( ) 2 6 10f x x x= − − −  

 4) ( ) 3 5 7f x x= − +

7.

8.

9.

10.
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11. ก�าหนดให้ { |A x x= ∈  เป็นจ�านวนเฉพาะทีน้่อยกว่า }7  และ { }2| 4 4B x x= ∈ − < ≤

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1, 2 , 0, 2 , 1, 3 , 2, 3f = −   ( ) ( ) ( ){ }2 2, 2 , 3, 2 , 5, 2f =

 ( ) ( ) ( ){ }3 5, 1 , 3, 0 , 2, 2f = −     ( ) ( ) ( ) ( ){ }4 1, 3 , 0, 3 , 1, 3 , 2, 3f = −

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }5 1, 2 , 0, 3 , 1, 3 , 2, 5f = −   ( ) ( ) ( ){ }6 2, 0 , 5, 1 , 3, 2f = −

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }7 1, 0 , 0, 1 , 1, 2 , 2, 1f = − −

 จงพิจารณาฟังก์ชันที่ก�าหนดให้ว่ามีฟังก์ชันใดบ้างที่เป็น
 1) ฟังก์ชันจาก A  ไป B       2) ฟังก์ชันจาก B  ไป A
 3) ฟังก์ชันจาก A  ไป A       4) ฟังก์ชัน 1 1−  จาก A  ไป B  
 5) ฟังก์ชัน 1 1−  จาก B  ไป B     6) ฟังก์ชันจาก A  ไปทั่วถึง A
 7) ฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง A     8) ฟังก์ชันจาก B  ไปทั่วถึง B  

12.  จงตรวจสอบว่า ฟังก์ชันต่อไปนี้ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชัน 1 1−

 1) ( )
,    1
3, 1

x x
f x

x
<

= − ≥
 

 2) ( )   3 2h x x= +   

 3) ( )   1g x x= +

 4) ( ) 2 2r x x x= − +

13.  จงตรวจสอบว่า ฟังก์ชันต่อไปนี้ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันจาก   ไปทั่วถึง [ )0, ∞
 1) ( ) 2f x x= −  

 2) ( ) 2   1h xx = +   

 3) ( ) 2 4 4g x x x= − +

14.  จงตรวจสอบว่า ฟังก์ชันต่อไปนี้ฟังก์ชันใดเป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่งจาก   ไปทั่วถึง 
 1) ( ) 1f x x= −  

 2) ( ) 2 4 2h x x x= − +  

11.

12.

13.

14.

| |
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15. จากกราฟของฟังก์ชันที่ก�าหนดให้ จงหาช่วงที่ฟังก์ชันเป็นฟังก์ชันเพิ่มและช่วงที่ฟังก์ชัน 
 เป็นฟังก์ชันลด
 1)            2)

 3)            4)

16. จงพิจารณาว่า ฟังก์ชันต่อไปนี้เป็นฟังก์ชันเพิ่มหรือฟังก์ชันลดบนเซตที่ก�าหนดให้

 1) ( ) 2 1f x x= +  บนช่วง 1 ,
2

 − ∞ 

 2) ( ) 2 4f x x= − −  บนช่วง ( ], 0−∞

 3) ( ) 3 2f x x= +   บน  

 4) ( ) 2 2 1f x x x= − +  บนช่วง [ ]1, 1−

X

Y

0 3

3

– 3

– 3

X

Y

0 3

3

– 3

– 3

X

Y

0 3

3

– 3

– 3

X

Y

0 3

3

– 3

– 3

15.

16.
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17. จงจับคู่สมการกับกราฟที่ก�าหนดให้ต่อไปนี้ 
 1) 5 3y x= +          2) 2 4 2y x x= + +

 3) 2 4 6y x x= − +        4) 2 1 3y x= + −

 5) 3 3 1y x= − +        6) 1
2y x=

+

 

(ก) (ข)

(ค) (ง)

X

Y

0 3

3

– 3

– 3

X

Y

0

3

– 3

– 3

X

X

Y Y

0

0

3

3

3

3– 3

– 3

– 6

6

17.
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(จ) (ฉ)

18. จงหา , ,f g f g fg+ −  และ f
g

  พร้อมทั้งโดเมนของแต่ละฟังก์ชัน 

 1) ( ) ( )2 2  ,  1 2f x x g x xx =−= −     

 2) ( ) ( )2 4, 3f x x g x x= − = −

 3) ( ) ( )2
3  ,1

1
   1f x g x x

x
=

−
= −     

 4) ( ) ( ) 1,
3 1

xf x g x
x x

= =
− +

19. ให้  ( )  1 3 f x x= + −   และ  ( ) 2  9g x x= −   จงหา 

 1) ( )( )0f g  และ   ( )( )0g f

 2) ( )( )3f f  และ   ( )( )2g g −

 3) ( )–1f g  และ   ( )2g f

 4) ( )1f f  และ   ( )3g g

 5) ( )f f x  และ   ( )g g x

X

X

Y Y

0 3

3

6

0 3

3

– 3

– 3

18.

19.
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20. ให้  ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }  –1, 1 , 0, 4 , 1, 5 ,    –1, 0 , 1, 4 , 2, 1f    g    = =  และ

 ( ) ( ) ( ){ }  0, 0 , 2, 1 , 1, 2h = −   จงหาฟังก์ชันต่อไปนี้ 
 1) f g+       2) g h−       3) g

f
      

 4) f
h

       5) hg       6) f h

 7) h f       8) h g       9) g h

21. จงหา , ,f g g f f f    และ g g   พร้อมท้ังโดเมนของแต่ละฟังก์ชนั เมือ่ก�าหนดฟังก์ชนั  
 f  และ g  ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

 1) ( ) ( )5 – 6 ,   
3
xf x x   g x= =     2) ( ) ( )3    1 ,   2f x x   g x x= + = +

 3) ( ) ( )2   ,   5f x x  g x x= = +     4) ( ) ( )    4 ,   4f x x   g x x= + = −

 5) ( ) ( ) 21   ,   4f x  g x x x
x

= +=    6) ( ) ( )2 2    ,   xf x  g x
x x

−
= =

22. ก�าหนด ( ) 3 1 ,f x x= − ( ) 1
1

g x
x

=
+

 และ ( ) ( )21h x x= −  จงหา ( )f g h   และ   
 ( )f g h 

23. ถ้า ( )  3 5 f x x= +  และ ( ) 2  3 3 2h x x x= + +   แล้ว  จงหาฟังก์ชัน g  ซึ่ง f g h=

24. จงแสดงว่า f  และ g  เป็นฟังก์ชันผกผันของกันและกัน  

 1)  ( ) 3 ,f x x=  ( ) 1
3

g x x=

 2)  ( ) 3 ,
5

xf x −
= ( ) 3 5g x x= −

 3)  ( ) 5 ,f x x= ( ) 5g x x=

 4)  ( ) 3 3 ,f x x= + ( ) ( )
1
33g x x= −

 5)  ( ) 24 ,f x x= − ื   0 2 ,x≤ ≤ ( ) 24 ,g x x= −     0 2x≤ ≤เมื่อ เมื่อ

20.

21.

22.

23.

24.
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25. จงหาฟังก์ชันผกผันของ f

 1)  ( ) 5 7f x x= +         2)  ( ) 1
2

f x
x

=
+

 3)  ( ) 35f x x= +        4)  ( ) 6 , 0f x x x= ≥  

26. ก�าหนดฟังก์ชัน f  ดังนี้ 

 (ก) ( ) 5 3 , 0f x x x= + ≥      (ข)  ( ) 25 2 , 0f x x x= − ≤

 (ค) ( ) 2 1f x x= − +       (ง)  ( ) 3   2f x x= − +

 1)  จงเขียนกราฟของ f

 2)  จงเขียนกราฟของ 1f −  โดยใช้กราฟของ f

 3)  จงหา 1f −

27. ฟังก์ชนัเอกลกัษณ์  (identity function) บนเซต A  คอื :AI A A→  ซึง่ ( )AI x x=  ทกุ x A∈    
 จงแสดงว่า ส�าหรับฟังก์ชัน :f A B→  จะได้ว่า 
 1) Af I f=  และ BI f f=

 2)  ถ้า 1f −  เป็นฟังก์ชัน แล้ว 1
fDf f I− =  และ 1

fRf f I− =

28. ถ้า f g h=  และ g  มีฟังก์ชันผกผันแล้ว  จงพิสูจน์ว่า 1f h g−= 

29. ในการด�าน�้าแบบ SCUBA นักด�าน�้าต้องค�านึงถึง 
 ความดันน�้าที่ระดับความลึกต่าง ๆ ซึ่งสามารถ 
 แทนด้วยฟังก์ชัน ( )f x ax b= +  โดยที่ ( )f x   
 แทนความดันน�้าในหน่วยปอนด์ต่อตารางนิ้ว  
 (pound per square inch: psi) ที่ระดับความลึก  
 x  ฟุต  a  แทนความดันน�้าที่เพิ่มขึ้นต่อความลึก 
 ทุก ๆ หนึ่งฟุต และ b  แทนความดันที่ผิวน�้าทะเล  
 (psi) จงหาว่าความดันน�้าทะเลเป็นเท่าใดขณะที่ 
 นักด�าน�้าอยู่ที่ความลึก 40  ฟุต เมื่อความดันน�้า 
 ทะเลเพิ่มขึ้น 0.45  psi ทุก ๆ ความลึกหนึ่งฟุต  
 และความดันที่ผิวน�้าทะเลประมาณ 14.7  psi

SCUBA มาจากค�าว ่า Self-Contained  

Underwater Breathing Apparatus เป็น
อุปกรณ์ช่วยในการหายใจขณะอยู ่ใต้น�้า   
ผู้ท่ีจะด�าน�้าในประเภทนี้ต้องผ่านหลักสูตร
การด�าน�้าโดยเฉพาะ และควรค�านึงถึงการ
เปลีย่นแปลงความดนั เพือ่ไม่ให้เกดิอนัตราย
ต่อเนื้อเยื่อและอวัยวะของร่างกาย เช่น หู 
จมูก ปอด

เสริมสมอง : SCUBA

25.

26.

27.

28.

29.
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30. บรษิทัแห่งหนึง่จ่ายค่าจ้างให้กบัพนกังาน  โดยจ่ายค่าเบีย้เล้ียง  ค่าพาหนะ  ให้กบัพนักงานขาย 
 ทุกคน  คนละเท่า ๆ กัน และจ่ายค่านายหน้า (คิดเป็นร้อยละของยอดขายที่พนักงานแต่ละ 
 คนขายได้) ปรากฏว่าเมื่อเดือนที่แล้ว นาย ก ได้รับเงินจากบริษัท 34,000 บาท โดยที่เขา 
 มยีอดขาย 200,000 บาท  และนาย ข ได้รบัเงนิจากบรษัิท 28,000 บาท โดยทีเ่ขามยีอดขาย  
 150,000 บาท
 1) บริษัทจ่ายค่านายหน้าให้กับพนักงานร้อยละเท่าใด
 2) บริษัทจ่ายค่าเบี้ยเลี้ยงและค่าพาหนะให้นาย ก และนาย ข เป็นเงินคนละเท่าใด
 3) จงเขียนฟังก์ชันแสดงรายได้ที่พนักงานได้รับในแต่ละเดือน

31. บริษัทท่องเที่ยวแห่งหนึ่งคิดค่าใช้จ่ายคนละ 475 บาท ส�าหรับนักท่องเที่ยว 75 คน แต่ถ้ามี 
 นักท่องเที่ยวมาใช้บริการเกิน 75 คน จะลดราคาให้คนละ 5 บาท ส�าหรับนักท่องเที่ยว 
 ที่เพิ่มขึ้น 1 คน  (เช่น ถ้ามีนักท่องเที่ยว 80 คน  จะคิดค่าใช้จ่ายคนละ ( )475 5 5− ×  หรือ  
 450 บาท)  จงหาจ�านวนนกัท่องเทีย่วทีจ่ะท�าให้บรษิทัท่องเทีย่วแห่งนีม้รีายได้มากทีส่ดุ และ 
 บริษัทจะมีรายได้มากที่สุดเท่าใด

32. ชายคนหนึ่งต้องการล้อมรั้วเป็นรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าเพ่ือท�าการเกษตร โดยด้านหนึ่งของพื้นท่ี 
 ที่ต้องการล้อมรั้วอยู่ติดคลองซึ่งไม่ต้องมีรั้วกั้น  ถ้ารั้วทั้งหมดยาว 120 เมตร แล้ว
 1) จงหาความสัมพันธ์ของพื้นที่กับความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้านี้
 2) ให้ x  แทนความกว้างของรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้า  x  จะมากที่สุดเท่าใด
 3) ชายผู้นี้จะล้อมรั้วให้ได้พื้นที่มากที่สุดเป็นเท่าใด

33. จงหาค่ามากที่สุดของ xy   เมื่อ 6 2 8x y+ =  

30.

31.

32.

33.
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34. อาคารจอดรถแห่งหนึง่ จอดฟร ี3  ช่ัวโมงแรก ช่ัวโมงต่อไปชัว่โมงละ 30  บาท หลงัจากชัว่โมง 
 ที ่8  คิดค่าใช้บรกิารชัว่โมงละ 50  บาท (เศษของชัว่โมง คิดเป็น 1 ชัว่โมง)  จงเขยีนฟังก์ชนั 
 และกราฟของฟังก์ชันแสดงอัตราค่าบริการจอดรถของอาคารแห่งนี้

35. ให้ 2( ) 100 5N t t t= −  เป็นฟังก์ชันแสดงจ�านวนรถยนต์ซ่ึงโรงงานแห่งหนึ่งผลิตได้ใน 
 ระยะเวลา t  ชั่วโมง เมื่อ 0 10t≤ ≤  ถ้าฟังก์ชันค่าใช้จ่ายในการผลิตรถยนต์เขียนได้เป็น
 ( ) 5000 6000C x x= +  เม่ือ x  แทนจ�านวนรถยนต์ จงเขียนค่าใช้จ่ายในการผลิตรถยนต ์
 ในรูปฟังก์ชันของระยะเวลาในการผลิตรถยนต์
 
36. สมมตว่ิา บัญชีเงนิฝากประจ�าได้ดอกเบ้ียร้อยละ 5 ทบต้นปีละครัง้ ถ้านกัเรยีนน�าเงนิ x  บาท  
 ฝากเข้าบัญชีดังกล่าว เมื่อครบก�าหนด 1 ปี จะได้เงินรวม ( )  0.05   1.05  = + =A x x x x
 จงหา ( ), ,A A A A A   ( )( )A A A A    และฟังก์ชันประกอบของฟังก์ชัน A  จ�านวน  
 n  ฟังก์ชัน เมื่อ n  แทนจ�านวนนับ  พร้อมทั้งระบุว่าฟังก์ชันประกอบเหล่านี้แทนอะไร

37. จุดเยือกแข็งของน�้าบริสุทธิ์คือ 0 C  หรือ 32 F    และจุดเดือดของน�้าบริสุทธิ์คือ 100 C     
 หรอื 212 F   ซึง่ความสัมพนัธ์ของอณุหภูมทิีเ่ป็นองศาเซลเซยีส ( )C  และองศาฟาเรนไฮต์  
 ( )F  เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น  
 1) จงเขียนฟังก์ชัน ( )f x  แสดงอุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์ เมื่อ x  แทน 
  อุณหภูมิที่มีหน่วยเป็นองศาเซลเซียส
 2) จงเขยีนฟังก์ชนั ( )g x   แสดงอณุหภมูทิีม่หีน่วยเป็นองศาเซลเซยีส เมือ่ x  แทนอณุหภมูิ 
  ที่มีหน่วยเป็นองศาฟาเรนไฮต์
 3) จงเขียนกราฟของฟังก์ชัน ( )f x  และฟังก์ชัน ( )g x  พร้อมทั้งพิจารณาว่าฟังก์ชัน 
  ทั้งสองมีความสัมพันธ์กันอย่างไร
 4) ถ้าอุณหภูมิของน�้าบริสุทธิ์วัดได้ 117 F   จะเป็นกี่องศาเซลเซียส
 5) ถ้าอุณหภูมิของน�้าบริสุทธิ์วัดได้ 30 C   จะเป็นกี่องศาฟาเรนไฮต์
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38.  กล่องขนมท�าจากกระดาษกว้าง 10  นิ้ว ยาว 15  นิ้ว โดยตัดกระดาษเป็นรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส 
 ที่มีด้านยาว x  นิ้ว ออกจากมุมทั้งสี่ แล้วพับด้านข้างท�าเป็นกล่องทรงสี่เหลี่ยมมุมฉาก

 1) จงเขียนฟังก์ชัน ( )V x  แสดงปริมาตรของกล่อง เมื่อ x  แทนความยาวด้านของ 
  รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส
 2) จงหาโดเมนของฟังก์ชัน ( )V x  โดยพิจารณาจากขนาดของกระดาษที่ ใช้ท�ากล่อง
 3) ถ้าก�าหนดให้ x  เป็นจ�านวนเต็ม กล่องจะมีความจุมากที่สุด เมื่อ x  เป็นเท่าใด  
  และกล่องมีปริมาตรกี่ลูกบาศก์นิ้ว

 4) จงเขียนกราฟของฟังก์ชัน ( )V x
 5) จากกราฟ ในข้อ 4) จงหาความยาวดา้นของรปูสีเ่หลีย่มจตุัรสัทีท่�าใหก้ลอ่งมคีวามจ ุ100   

  ลูกบาศก์นิ้ว 

15

10

x

x

x

x

x

x

x

x
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